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Résumé — Une nouvelle méthode MorteX est proposée ; elle combine la méthode mortar pour des
interfaces non-conformes et la méthode X-FEM afin d’assurer la continuité de contraintes à travers d’une
interface entre une surface conforme au maillage et une autre placée au sein d’un autre maillage. Afin
d’éviter la surcontrainte des interfaces et des oscillations émergeant dans le cas de forts contrastes de
la densité des maillages et de leur raideurs, une méthode de régularisation a été proposée. La méthode
permet d’assembler des maillages recouvrant et traiter le problème du contact frottant et de l’usure.
Mots clés — contact, méthode MorteX, méthode mortar, X-FEM.

1 Introduction

Une classe de problèmes du contact et du couplage nécessite souvent des méthodes permettant de
transmettre efficacement des efforts entre des maillages non-compatibles. Notamment, il s’agit (i) des
problèmes des pièces assemblées où les différentes parties peuvent être maillés indépendament, (ii) des
problèmes de raffinage de maillages simple et efficace et (iii) des problèmes de contact et d’usure. Mortar
est une méthode de référence qui permet d’assurer une transmission propre des efforts [1, 2]. Pourtant, il
existe des problèmes où il s’avère intéressant de pouvoir traiter le couplage et le contact pas seulement
entre des maillages non-conformes, mais entre des surfaces qui ne sont pas conformes à la géométrie des
maillages. Nous avons développé une méthode qui combine (1) la méthode de mortar classique étendue
pour fonctionner avec des surfaces qui passe à travers du maillage éléments finis avec (2) la méthode des
éléments finis étendu (X-FEM) permettant l’intégration partielle des éléments. La méthode a été baptisée
MorteX. Cependant, lors de traitement des problèmes de couplages entre des surfaces non-conformes aux
frontières de maillages (cf. Fig. 1), la méthode de mortar a été montrée inefficace [3]. Ce problème se
manifeste par des oscillations de contrainte dans l’interface lorsque le contraste de la densité de maillage
et de la raideur entre le maillage hôte et celui du "patch" devient très élevé. Nous avons proposé une
méthode inspirée de celle proposée dans [4] permettant d’éviter ces problèmes. Le traitement consiste
dans une interpolation des multiplicateurs de Lagrange à grains grossiers en utilisant des fonctions de
forme englobant plusieurs éléments.

L’avantage principal de la méthode MorteX est sa simplicité de la construction des maillages : on
peut donc se permettre d’avoir des maillages avec des recouvrements arbitraires. In fine, la méthodologie
de stabilisation, contrairement à la méthode de Nitsche ne nécessite pas de connaissance des matériaux
couplé [3], mais se base exclusivement sur les considérations géométriques, elle peut donc être facilement
automatisée. Finalement, la méthode MorteX est très adaptée au traitement des problèmes d’usure qui
nécessite l’évolution de la surface usée : avec MorteX cette surfaces peut être facilement propagée dans
le maillage hôte. En plus, cette procédure évitant le remaillage facilite le transfert de variables internes
dans le cas du matériaux non-linéaire.

Dans cette contributions, nous décrivons rapidement la méthode Mortex et la procédure de stabilisa-
tion dans Section 2 et dans Section 3 nous démontrons son efficacité sur quelques exemples.
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FIGURE 1 – (a) Problèmes du couplage et (b) du contact entre des surfaces non-conforme à la géomé-
trie/maillage.

2 Méthode MorteX

Le problème le plus général, celui d’usure avec une surface virtuelle usée qui se propage dans le
volume d’un des deux maillages en contact est présenté dans Fig. 2. Dans le cadre de la méthode du
Lagrangien augmenté monolithique qu’on utilise avec la méthode MorteX, le pseudo-potentiel du contact
frottant qui devrait être ajouté dans l’énergie potentielle est donnée par :

Wc =
∫
γ1

c

ln(gn,λn)+ lτ(g̊τ,λτ, p̂n)dS,

où gn est le "gap" normal, λn,λτ sont des multiplicateurs de Lagrange représentants la pression de contact
et le vecteur de contrainte tangentielle. La première variation de ce pseudo-potentiel est donnée par :

δWc =



∫
γstick

(
λ̂nδgn +gnδλn + λ̂τδg̊τ + g̊τδλτ

)
dS, λ̂n ≤ 0, |λ̂τ| ≤ −µ p̂n (stick),

∫
γslip

(
λ̂nδgn +gnδλn−µ p̂nsign(λ̂τ)δg̊τ−

1
ετ

(λτ +µ p̂nsign(λ̂τ)) δλτ

)
dS,

λ̂n ≤ 0, |λ̂τ|>−µ p̂n(slip),∫
γnc

(
− 1

εn
λnδλn−

1
ετ

λτδλτ

)
dS, λ̂n > 0 (non-contact).

(1)

Après la discrétisation du déplacement et des multiplicateurs de Lagrange :

~x1(ξ1) = Nm(ξ
1)~x1

m, m ∈ [1,M], (2)

λn,τ(ξ
1) = Φl(ξ

1)λl
n,τ, l ∈ [1,L]. (3)

Tous les terms d’Eq. (1) peuvent être évalués sauf que pour la description du déplacement de la surface
virtuelle insérée dans le maillage hôte doit être ajuster pour prendre en compte le fonctions de formes
volumiques :

~̃X(ζ) = Ñi(ζ)~̃X2
i , i = 1,2 avec ~̃X2

i = N j(µi,ηi)~X2
j , j = 1,4 pour quads/triangles

A cause de cette prise en compte des fonctions de forme volumiques, même pour les éléments linéaires, le
déplacement le long d’une ligne droite au sein de l’élément peut être fortement non-linéaire qui peut po-
ser certains problèmes. Les détails de la discrétisation et d’intégration associées à cette méthode peuvent
être trouvés dans [5, 6, 7].

2



u

1

f
1

u

2
f
2

2

1

~
u

u

1

2

c
1

t
1

t
2

2

0

0

γ

γ γ

γ

γ

ω

ω

1

~

2
h

~

c
2γ~

(a) (c)

(b)
w
h

w
~

~
H ~

H

c
1

~
c

n1

FIGURE 2 – Un problème du contact et d’usure unilatéral : (a) la configuration de référence pour le
matériau usé et la discrétisation par éléments finis associée, où le maillage de référence est découpé
par une surface virtuelle Γ̃h ; (b) la configuration actuelle du contact entre les solides avec les mises à
jour de la géométrie de la surface usée ; (c) le volume effectif de l’un des éléments avec triangulation
et points de Gauss nouvellement attribués (points de croisement), les marqueurs carrés représentent des
coins internes de la discrétisation de la frontière virtuelle, les marqueurs triangulaires représentent les
points d’intersection de cette frontière avec les éléments les frontières.

2.1 Stabilisation

La formulation mixte pour le contact présentée ici doit satisfaire les conditions inf-sup, sinon l’élé-
ment de contact résultant ne se comporte pas de manière stable. Si le nombre de multiplicateurs de
Lagrange équipés d’une interpolation linéaire dépasse considérablement le nombre de noeuds du côté
non-mortar, le problème devient surcontraint, ce qui entraîne des oscillations parasites en cas de cou-
plage. Le remède inspiré des travaux de Moës et ses collègues [4] consiste à ne définir les multiplicateurs
de Lagrange que sur des noeuds plus ou moins également espacés le long du côté du mortier de sorte
que le nombre de multiplicateurs de Lagrange corresponde plus ou moins au nombre de noeuds du côté
mortar. Entre ces noeuds, le long de quelques éléments (segments) qui les séparent, une interpolation
linéaire est utilisée. A part d’assurer une meilleure stabilité, cette technique est également très utile pour
faire face à un autre type d’oscillations qui apparaît entre les surfaces de contact courbes si la densité des
maillages diffère considérablement. Si des éléments finis linéaires sont utilisés et si un côté de mortar
courbe est plus densément maillé que le côté non-mortar, qu’à l’échelle d’un seul élément non-mortar,
qui reste plat, le côté mortar aurait encore une certaine courbure représentée par une interpolation li-
néaire par morceaux. Cette incompatibilité des courbures locale (pas de courbure) et globale (courbe)
du côté non mortar, se traduit par un problème de type Hertzien, qui rend le profil de pression parabo-
lique. Par conséquent, la superposition de ces profils paraboliques le long de toute la zone de contact
entraîne des fluctuations parasites de la pression de contact. Notez qu’un tel comportement parasite ap-
paraîtrait également si l’interpolation de second ordre est utilisée s’il est traité en divisant les surfaces
courbes en faces/segments plats/linéaires par morceaux. En utilisant des multiplicateurs de Lagrange à
grains grossier de la manière suggérée, le problème de ces oscillations parasites dans les tractions de
contact peut être complètement éliminé. A noter que cette technique de grain grossier repose exclusive-
ment sur le contraste local des densités de mailles des faces mortier et non mortier et peut être assurée
automatiquement sans recourir à l’aide d’un utilisateur.
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3 Example

Considérons un problèmes du contact frottant entre deux cylindres fait du même matériaux : après
une mise en contact normal un cisaillement est appliqué pour produire un glissement partiel dans l’in-
terface de contact (cf. Fig. 3). Une solution analytique de ce problème est connue [?]. Dans Fig. 4 on
démontre que les champs de contraintes sont lisses près de l’interface de contact et Dans Fig. 5 on
compare la solution analytique avec celle obtenue par la méthode de mortar classique avec des surfaces
conformes aux maillages et celle obtenue par la méthode MorteX pour le maillage demontré dans Fig. 3.
Les résultats entre les deux méthodes sont très similaires. Pour plus de détails, le lecteur/la lectrice est
invité(e) à consulter [5, 6].

FIGURE 3 – Problème du contact frottant entre deux cylindre : la surface du premier est représentée par
une surface EF conforme et celle de l’aure par une surface virtuelle qui passe à travers le maillage.

FIGURE 4 – Les champs de contraintes dans les deux cylindres avec le contact traité par la méthode
MorteX

4 Conclusion

La méthode MorteX n’a été développée que pour des problèmes en deux dimensions. Son exten-
sion aux trois dimensions représente une tâche difficile mais important pour prouver son intérêt pour le
traitement des vrais problèmes du monde d’ingénieur.
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FIGURE 5 – Vecteur-contrainte normal et tangentiel dans l’interface de contact (a) mortar classique, (b)
MorteX.
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