
CSMA 2022
15ème Colloque National en Calcul des Structures

16-20 Mai 2022, Presqu’île de Giens (Var)

Modélisation dynamique de stator par la méthode de Rayleigh-Ritz
pour l’optimisation vibroacoustique des moteurs électriques

M. Jeannerot123, M. Ouisse2, E. Sadoulet-Reboul2, J.-B. Dupont1,V. Lanfranchi3

1 Vibratec, {martin.jeannerot,jean-baptiste.dupont}@vibratec.fr
2 FEMTO-ST, Université Bourgogne Franche-Comté, morvan.ouisse@femto-st.fr,Emeline.Sadoulet-Reboul@univ-fcomte.fr
3 Roberval, Université de Technologie de Compiègne, vincent.lanfranchi@utc.fr

Résumé — Un modèle de stator utilisant la méthode de Rayleigh-Ritz est présenté. Il permet de cal-
culer la base modale d’une géométrie simplifiée de stator incluant une carcasse cylindrique, une culasse
cylindrique et des dents, puis sa réponse vibratoire aux efforts de Maxwell par superposition modale.
Le modèle est validé par rapport à un modèle éléments finis d’une géométrie semblable. Il est ensuite
utilisé dans une approche d’optimisation pour la réduction du bruit d’un moteur synchrone à aimants
permanents à rotor vrillé.
Mots clés — Optimisation vibroacoustique, Moteur électrique, Modèle mécanique simplifié.

1 Introduction

La réduction du bruit est un enjeu important lors de la conception de moteurs électriques utili-
sés dans le secteur des transports, puisque leur bruit aigu et tonal est une source d’inconfort pour les
utilisateurs[10]. Dans ce but, l’optimisation de leur design électromagnétique est un levier efficace car
elle permet de réduire ce bruit en agissant directement à sa source, c’est à dire sur les efforts de Maxwell
qui s’appliquent au stator et au rotor et dont les composantes dynamiques excitent la structure du stator.
Une telle optimisation nécessite le couplage d’un modèle électromagnétique, destiné au calcul des ef-
forts de Maxwell, et d’un modèle vibroacoustique, destiné à la simulation de la réponse de la structure
du stator à ces efforts. Son principe est représenté sur la figure 1.

FIGURE 1 – Principe de la méthode d’optimisation vibroacoustique proposée.

L’estimation des efforts de Maxwell qui s’appliquent sur le rotor et le stator peut être effectuée
à l’aide d’un modèle électromagnétique analytique [20, 4], avec de faibles temps de calcul mais des
modèles qui négligent généralement la saturation des matériaux ferromagnétiques, et appliqués à des
moteurs de formes géométriques simples. Des améliorations sont possibles pour prendre en compte des
géométries plus complexes [15] ou la saturation des matériaux ferromagnétiques [3], au prix d’efforts
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de développement importants. La méthode des éléments finis (EF) peut également être utilisée [7, 16].
Elle est plus précise et plus universelle que les méthodes analytiques, mais avec des temps de calcul plus
élevés. Ceux-ci restent toutefois admissibles pour faire des optimisations quand des modèles 2D sont
utilisés. Enfin, des méthodes hybrides permettent d’offrir un bon compromis entre précision et temps de
calcul [6, 2]. Ici, une modélisation EF est choisie en raison de sa précision et son universalité.

Le calcul de la réponse vibroacoustique de la machine électrique nécessite un modèle permettant
d’estimer sa réponse dynamique sous l’effet des efforts de Maxwell s’appliquant sur les dents. La réponse
du stator seul suffit généralement à obtenir une bonne approximation du bruit aérien généré par le moteur.
Plusieurs types de modèles peuvent être utilisés pour la calculer :

— Les modèles analytiques reposent en général sur l’assimilation du comportement vibroacoustique
du moteur à celui d’un cylindre [17, 9]. Ces méthodes sont très rapides mais manquent de pré-
cision puisqu’elles négligent l’effet des dents, calculent la réponse dynamique uniquement à la
composante radiale des efforts de Maxwell, et négligent l’effet des modes impliquant la flexion
longitudinale du stator (ces modes sont particulièrement susceptibles d’être excités dans les mo-
teurs vrillés).

— Un modèle EF 3D peut être utilisé, en utilisant des méthodes de projection des efforts de Maxwell
sur le maillage des dents du stator [5, 13]. Il offre une bonne précision, mais n’est pas adapté à
l’optimisation en raison de son temps de calcul et de l’utilisation intensive d’outils de simulation
commerciaux qu’il implique alors que le nombre de licences disponibles est souvent limité.

— La méthode de synthèse vibratoire repose sur le principe de superposition et est couramment
utilisée [1, 14]. Elle permet d’atteindre des nouveaux de précision comparables à ceux de modèles
EF, pour des temps de calcul bien inférieurs. L’inconvénient principal est le temps nécessaire à la
construction du modèle.

— Enfin, des modèles simplifiés peuvent être construits par la méthode de Rayleigh-Ritz. Un modèle
complet de stator basé sur les lois d’élasticité 3D des matériaux est présenté dans [8], et validé
expérimentalement dans [18, 19]. La culasse et la carcasse statorique ainsi que les masses et
inerties des dents sont intégrées au modèle, et la modélisation en 3D permet la prise en compte
de modes impliquant la flexion longitudinale du stator. Toutefois, l’effet de la flexion des dents
n’est pas pris en compte dans ce modèle. Cela a un effet négatif sur la précision des modes de
flexion circonférentielle d’ordres élevés du stator, qui sont souvent couplés à des modes de flexion
des dents. De plus, l’effet de la composante tangentielle des efforts de Maxwell, qui excite ces
modes de flexion des dents, ne peut pas être pris en compte.

Un modèle s’appuyant sur la méthode de Ritz a été développé et est présenté dans cet article. Il s’appuie
sur les modèles existants dans la littérature, en affinant la modélisation des dents pour permettre la mo-
délisation précise de la flexion des dents du stator.

Le modèle est présenté dans la partie 2. Son application dans un problème d’optimisation visant la
réduction du bruit et des vibrations d’un moteur électrique est ensuite présentée dans la partie 3.

2 Présentation du modèle de stator simplifié

Le modèle développé simplifie la structure des stators en une carcasse cylindrique, une culasse cy-
lindrique et des dents de largeur constante sans têtes de dents. Une telle géométrie est représentée sur
la figure 2 (a). Elle correspond au stator qui servira d’exemple dans cette partie. Les résultats obtenus
avec la méthode de Rayleigh-Ritz seront comparés à ceux obtenus par un modèle EF de la géométrie
présentée sur la figure 2 (b), qui est semblable mais dans laquelle les têtes de dents sont modélisées.

Dans un premier temps, la base modale du stator simplifié est calculée par la méthode de Rayleigh-
Ritz. Dans un second temps, sa réponse dynamique sous l’effet d’efforts de Maxwell est estimée par
superposition modale.
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(a) (b)

FIGURE 2 – Géométrie du modèle de stator incluant une carcasse (en vert), une culasse et 48 dents (en
orange). (a) Géométrie du modèle de Rayleigh-Ritz. (b) Géométrie du modèle EF.

2.1 Calcul de la base modale

Cette sous-partie détaille le calcul de la base modale des stators par la méthode de Rayleigh-Ritz, en
prenant l’exemple de la structure représentée sur la figure 2 (a). Pour cela, le problème de vibrations libres
de la structure est traité. Les inconnues de ce problème sont les fonctions de déplacement w(r,θ,z, t),
v(r,θ,z, t) et u(r,θ,z, t) exprimées dans un repère cylindrique (r,θ,z). On note d⃗ (r,θ,z, t) le vecteur de
déplacement défini par les trois composantes w, v et u.

La méthode de Rayleigh-Ritz est une méthode numérique approchée qui repose sur le principe de
Hamilton. Entre deux instants t1 et t2, la fonctionnelle de Hamilton s’écrit :

H =
∫ t1

t0
(T −V +W )dt, (1)

où :
— T est l’énergie cinétique de la structure et s’écrit :

T =
1
2

∫ ∫ ∫
Dstr

ρ
(
u̇2 + v̇2 + ẇ2)rdrdθdz, (2)

où Dstr est la région couverte par la géométrie de la structure et ρ la masse volumique.
— V correspond au travail des forces élastiques internes et s’écrit :

V =
1
2

∫ ∫ ∫
Dstr

σrεr +σθεθ +σzεz +σrθγrθ +σrzγrz +σθzγθz︸ ︷︷ ︸
σ.ϵ

rdrdθdz, (3)

où σ est le vecteur contenant toutes les composantes des contraintes normales (σr, σθ and σz) et
de cisaillement (σrθ, σrz and σθz), et ϵ est le vecteur contenantes les composantes des déforma-
tions normales (εr, εθ and εz) et de cisaillement (γrθ, γrz and γθz). Le travail V peut être exprimé
en fonction des composantes de déplacement w, v et u en introduisant les relations déformation-
déplacement ainsi que les lois de comportement des matériaux. Pour un matériau donné, la loi de
déformation peut être exprimée sous la forme :

σ = Cϵ, (4)

où C est la matrice d’élasticité du matériau de taille 6 × 6. Sans perte de généralité, tous les
matériaux sont considérés isotropes dans cette étude, seuls leur module d’Young E, leur coeffi-
cient de Poisson ν et leur masse volumique ρ sont donc nécessaires à la définition de leur matrice
d’élasticité. En pratique, le comportement de l’empilement de tôles utilisé pour certains compo-
sants des machines électriques peut plutôt être modélisé par un matériau homogène de propriétés
isotropes transverses [12].

— W correspond au travail des forces externes et des forces dissipatives, égal à zéro dans le problème
de vibrations libres.
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Le principe d’Hamilton énonce que parmi tous les champs de déplacements d⃗ (r,θ,z, t) possibles, la
solution qui respecte les lois de Newton rend la fonctionnelle de Hamilton stationnaire. L’écriture de ces
conditions de stationnarité fournit une formulation générale de l’équation de mouvement de la structure
en vibrations libres :

Md

{
∂2d⃗
∂t2

}
+Kd

{
d⃗
}
= 0, (5)

où Md un opérateur linéaire de masse, et Kd est un opérateur différentiel de contrainte.
Cette équation différentielle ne peut pas être résolue de manière exacte. La recherche d’une solution
approchée par la méthode de Rayleigh-Ritz se fait à travers la définition d’un champ de déplacements
admissibles prédifini pour chaque composante du déplacement :

wp (r,θ,z, t) =
N p

wr

∑
i=1

N p
wθ

∑
j=1

N p
wz

∑
k=1

Φ
p
wri

(r)Φ
p
wθ j

(θ)Φ
p
wzk

(z)qp
wi jk

(t) ,

vp (r,θ,z, t) =
N p

vr

∑
i=1

N p
vθ

∑
j=1

N p
vz

∑
k=1

Φ
p
vri
(r)Φ

p
vθ j

(θ)Φ
p
vzk

(z)qp
vi jk

(t) ,

up (r,θ,z, t) =
N p

ur

∑
i=1

N p
uθ

∑
j=1

N p
uz

∑
k=1

Φ
p
uri
(r)Φ

p
uθ j

(θ)Φ
p
uzk

(z)qp
ui jk

(t) .

(6)

Les fonctions Φ sont des polynomes de Legendre ou des fonction sinusoidales dépendant d’une seule co-
ordonnée spatiale, et les nouvelles inconnues du problème sont les fonctions temporelles q qui pondèrent
chaque fonction admissible d’indices i jk. L’exposant p = {culasse,carcasse,dent1, ...,dentN} indique
que les fonctions admissibles sont relatives à une partie du stator : sa culasse, sa carcasse, et chaque dent.
Dans ces conditions, en notant q le vecteur contenant toutes les inconnues qp

u,v,wi jk , l’équation 5 devient :

Mq̈(t)+Kq(t) = 0, (7)

où les matrices de masse M et de raideur K peuvent directement être déduites des équations 2 et 3. La
détermination de l’équation aux valeurs propres et sa résolution peuvent ensuite être conduites classique-
ment.

Les bases modales calculées par la méthode de Rayleigh-Ritz et des modèles EF sont maintenant
comparées. Les propriétés du stator faisant l’objet de cette comparaison sont présentées dans le tableau
1. Deux modèles EF, présentés dans la figure 3, sont comparés. Le modèle standard est constitué de
268151 noeuds, et le modèle allégé de 152939 noeuds. De même, deux modèles de Rayleigh-Ritz sont
comparés, avec deux niveaux de finesse au niveau du nombre de fonctions admissibles choisies.

Rayon int. Rayon ext. Longueur
Module
d’Young

Coeff. de
Poisson

Masse vol.

Carcasse 90 mm 103 mm 180 mm 70000 MPa 0.33 2700 kg/m3

Culasse 76.8 mm 90 mm 140 mm 205000 MPa 0.3 7800 kg/m3

Rayon de la
surface int.

Rayon de la
surface ext.

Largeur
Module
d’Young

Coeff. de
Poisson

Masse vol.

Dents 61 mm 76.8 mm 4.1 mm 205000 MPa 0.3 7800 kg/m3

TABLE 1 – Caractéristiques géométriques et mécaniques du stator modélisé.

Les résultats des différents modèles sont présentés dans le tableau 2. Les modes sont classifiés selon
le nombre de lobes sur la circonférence du stator nlobes, et le nombre de cercles nodaux sur sa longueur
ncirc. Le modèle de Rayleigh-Ritz permet d’obtenir une approximation précise des différents modes en
un temps plus court que les modèles EF. Il convient de noter que les temps de calcul affichés pour le
modèle de Rayleigh-Ritz sont ceux nécessaires à l’estimation de l’ensemble des modes à 0, 2, 3 et 4
lobes. Toutefois, l’excitation des efforts de Maxwell est généralement bien connue et n’excite pas tous
les modes de la structure. Il n’est alors pas nécessaire de les calculer, ce qui réduit le temps de calcul.
Par exemple, comme indiqué dans le tableau dans le cas où seuls les modes à 0 lobe circonférentiel sont
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calculés, le temps de calcul est encore très fortement réduit.

Les déformées modales peuvent ensuite être reconstruites à partir de l’équation 6. Des exemples de
déformées modales calculées à partir du modèle de Rayleigh-Ritz sont présentés dans la figure 4.

(a) (b)

FIGURE 3 – Modeles EF utilisés pour la comparaison. (a) Modèle standard. (b) Modèle allégé.

nlobes ncirc
Modèle EF

standard
Modèle EF

allégé
Rayleigh-Ritz

Modèle standard
Rayleigh-Ritz
Modèle affiné

2 0 1665 Hz +0.54% -0.60% -1.32%
2 1 2180 Hz +0.46% +1.83% +1.51%
3 0 4253 Hz +0.54% +0.45% -0.24%
3 1 4963 Hz +0.52% +2.74% +2.34%
4 0 7135 Hz +0.55% +2.99% +1.89%
4 1 7803 Hz +0.56% +5.02% +4.31%
0 1 7925 Hz +0.14% -2.37% +0.23%
0 0 8134 Hz +0.19% +0.41% -0.61%

Erreur relative moyenne 0% 0.44% 2.05% 1.56%
Temps de calcul

nlobes = 0
N/A N/A 3.9 s 7.8 s

Temps de calcul total 947 s 354 s 52.7 s 357 s

TABLE 2 – Fréquences modales estimées avec les modèles EF et les modèles de Rayleigh-Ritz.

Mode (0,0) Mode (2,0) Mode (3,0) Mode (4,0) Mode (4,1)

FIGURE 4 – Exemple de déformées modales du modèle standard de Rayleigh-Ritz.

2.2 Calcul de réponse dynamique

La base modale du stator pouvant être estimée précisément par la méthode de Rayleigh-Ritz, sa
réponse vibratoire sous l’effet d’efforts de Maxwell peut être calculée par superposition modale. Les ré-
ponses du stator de la figure 2 aux efforts de Maxwell d’un moteur à rotor vrillé sont donc calculées dans
cette sous-partie. Pour chaque mode, un taux d’amortissement modal de 3% (ζ = 0.03) est défini. Cette

5



modélisation simplifiée de l’amortissement pourrait être améliorée, notamment pour prendre en compte
les propriétés viscoélastiques des résines isolant les conducteurs des bobines [11]. Quatre résultats sont
comparés : ils correspondent aux réponses calculées à partir des bases modales des deux modèles de
Rayleigh-Ritz et des deux modèles EF comparées dans le tableau 2. Leur niveau global d’ERP (Equiva-
lent Radiated Power, qui correspond à la puissance acoustique du moteur dans l’hypothèse où son facteur
de rayonnement est égal à 1) est calculé sur toute une montée en régime du moteur. La comparaison des
niveaux d’ERP estimés par les différents modèles est présentée dans la figure 5. Elle montre une bonne
adéquation entre les différents modèles. Seul le modèle de Rayleigh-Ritz standard présente des écarts
avec les autres modèles à haut régime car sa base de fonctions admissible ne permet pas de reconstruire
le mode (0,2), dont la réponse est prédominante à haut régime.

FIGURE 5 – Comparaison des niveaux d’ERP estimés par les modèles de Rayleigh-Ritz et les modèles
EF.

3 Utilisation du modèle pour l’optimisation d’un moteur électrique

Des algorithmes d’optimisation peuvent donc être utilisés pour réduire les niveaux d’ERP estimés
par le modèle de Rayleigh-Ritz développé, en modifiant le design électromagnétique de la machine
(ces modifications géométriques sont considérées sans incidence sur le comportement de la structure, le
modèle de Rayleigh-Ritz reste donc inchangé pendant l’optimisation). L’exemple d’un moteur synchrone
à aimants permanents (MSAP) vrillé à 8 poles et 48 encoches est présenté dans cette partie. Ce moteur
de traction automobile est intégré dans un groupe motopropulseur avec une boite de vitesse et un boitier
d’électronique de puissance. Son modèle EF complet intègre tous ces composants et permet d’estimer
précisément les niveaux d’ERP du design initial, correspondant à la courbe rouge de la figure 6. Il montre
trois régimes critiques :

— A 4150 rpm et 8300 rpm à cause de l’excitation du mode (0,0) par les contributions harmoniques
d’ordres moteur 96 et 48 des forces de Maxwell.

— A 9250 rpm à cause de l’excitation du mode (0,2) par la contribution harmonique d’ordre moteur
48 des pressions de Maxwell.

Ce modèle EF ne peut pas être utilisé directement pour l’optimisation, donc un modèle de Rayleigh-
Ritz suivant la méthodologie décrite dans la partie 2 est utilisé à sa place. Le niveau d’ERP estimé par
ce modèle simplifié pour le design initial correspond à la courbe rouge sur la figure 7. Ce modèle est
recalé pour faire correspondre la fréquence de son mode (0,0) avec celle du modèle EF (6400 Hz), on
retrouve donc bien les régimes critiques à 4150 rpm et 8300 rpm. Toutefois, un décalage subsiste entre
les fréquences du mode (0,2) des deux modèles, la résonance de ce mode a donc lieu à 10500 rpm avec
le modèle de Rayleigh-Ritz. La difficulté à recaler le mode (0,2) à la fréquence du modèle EF est pro-
bablement en partie due à la définition isotrope du stator et des dents dans le modèle de Rayleigh-Ritz,
alors que des propriétés isotropes transverses plus proches de celles des empilements de tôles ferroma-
gnétiques sont adoptées dans le modèle EF.

L’optimisation vise donc à réduire les niveaux d’ERP estimés par le modèle de Rayleigh-Ritz à 4150
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rpm, 8300 rpm et 10500 rpm. Pour obtenir des réductions importantes des niveaux d’ERP, une réduction
du couple moyen fourni par le moteur de 8 % a été autorisée. Les comparaisons des figures 6 et 7 montrent
que de fortes réductions des niveaux d’ERP estimées par le modèle de Rayleigh-Ritz sont obtenues, et
qu’elles sont confirmées par le modèle EF du groupe motopropulseur complet.

FIGURE 6 – Comparaison des niveaux d’ERP du design initial et du design optimisé, estimés avec le
modèle EF complet du groupe motopropulseur.

FIGURE 7 – Comparaison des niveaux d’ERP du design initial et du design optimisé, estimés avec le
modèle de Rayleigh-Ritz du stator simplifié.

4 Conclusion

Le modèle simplifié de stator présente donc de nombreux avantages pour l’optimisation vibroacous-
tique des moteurs électriques. Il est plus précis que les modèles analytiques généralement utilisés, et
contrairement aux méthodes de synthèse vibratoire il est très simple d’utilisation une fois développé car
il est totalement paramétrique. De plus, bien que cette possibilité n’ait pas été explorée ici, certains de
ses paramètres peuvent eux-mêmes être définis comme des paramètres d’optimisation.

Un exemple d’application du modèle pour l’optimisation d’une MSAP à rotor vrillé intégrée dans un
groupe motopropulseur électrique a été présenté. Ceci n’est pas possible avec des modèles vibroacous-
tiques analytiques. Les résultats montrent que la minimisation de la sortie du modèle de Rayleigh-Ritz
aux régimes critiques conduit bien à une réduction du niveau d’ERP estimé par le modèle EF du groupe
motopropulseur complet.

Dans le futur, une amélioration du modèle de Rayleigh-Ritz peut être envisagée afin de prendre en
compte les propriétés isotropes transverses des empilements de tôles de la culasse et des dents [12].
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