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Résumé — Nous proposons une approche pour l’adaptation de maillages éléments finis basée sur l’op-
timisation d’un problème de minimisation de l’erreur. Dans cette approche, les positions des nœuds du
maillage constituent les variables d’optimisation. Afin de maîtriser le coût de la méthode, nous proposons
de relaxer le problème par rapport à la solution éléments finis. Nous utilisons ensuite une contrainte pour
contrôler la solution éléments finis. Dans cette deuxième approche, les positions des nœuds du maillage
ainsi que la solution éléments finis constituent les variables d’optimisation.
Mots clés — adaptation de maillage, optimisation sous contraintes relaxée, vérification

1 Introduction

Depuis les années 1980, le développement de méthodes d’estimation d’erreur et d’adaptivité a permis
de quantifier et de contrôler l’erreur commise dans les simulations éléments finis [1, 3, 5]. Les premiers
travaux en vérification se sont concentrés sur l’obtention de procédures d’estimation du résidu [2], des
techniques de lissage [7], ainsi que sur l’utilisation de l’erreur en relation de comportement [4]. Du
point de vue de l’adaptation, les approches les plus couramment utilisées sont le raffinement en taille de
maillage et/ou en degré polynomial utilisé. Comparées à des approches de raffinement uniforme, où tous
les éléments sont divisés à chaque étape du processus, les approches basées sur l’estimation d’erreur et
l’adaptation ne raffinent que les éléments identifiés comme contribuant le plus à l’erreur, ce qui permet
un gain en taille de problème, en complexité, et en temps de calcul. Pour une dimension de problème
éléments finis donnée, la problématique de trouver un maillage optimal, au sens où il fournirait la plus
petite erreur parmi tous les maillages de même taille, reste encore un problème ouvert. Nous proposons
dans cette contribution de considérer un problème d’optimisation dans lequel nous adaptons la position
des nœuds du maillage afin de minimiser l’erreur.

2 Problème modèle

Considérons un problème abstrait posé sur le domaine Ω⊂ Rn de la forme (1)

Au = f , (1)

avec des conditions aux limites appropriées sur le bord ∂Ω. Dans ce problème, u représente la solu-
tion exacte, A l’opérateur différentiel, et f le terme de chargement. Ce problème est écrit sous forme
faible (2) : Trouver u ∈V tel que

a(u,v) = f (v), ∀v ∈V. (2)

En plus des hypothèses de régularité habituelles (V espace de Hilbert, a bilinéaire continue coercive, f
linéaire continue), lorsque a est aussi symétrique le problème sous forme faible (2) est équivalent à la
formulation variationnelle (3) : Trouver u ∈V tel que

u = argmin
v∈V

J(v), (3)

où J est la fonctionnelle énergie définie par J(v) = 1
2 a(v,v)− f (v).
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Étant donné un espace d’approximation Vh ⊂ V , relatif à un choix de maillage et de fonctions de
base, la solution éléments finis est définie par la projection de Galerkin du problème en forme faible (4) :
Trouver uh ∈Vh tel que

a(uh,vh) = f (vh), ∀vh ∈Vh, (4)

ou de manière équivalent comme la solution du problème de minimisation de la fonctionnelle J sur
l’espace de dimension finie Vh.

On note donc que de ce point de vue, l’optimisation se fait à maillage fixé parmi toutes les fonctions
tests générant l’espace Vh.

Une fois la solution éléments finis déterminée, on conduit une procédure de vérification : l’erreur
est quantifiée au moyen d’estimateurs, puis les éléments comportant le plus d’erreur sont raffinés et on
obtient un nouveau maillage, plus fin que le précédent : Ṽh ⊂Vh.

3 Le problème d’optimisation

Nous proposons dans cette contribution de conduire l’optimisation directement sur le maillage Vh.
Une approche similaire a été développée dans [6] pour des problèmes de localisation de chocs. Afin
de ne pas surcharger la présentation et de pouvoir illustrer la démarche, nous considérons un problème
d’approximation de la fonction u supposée connue, et prenons un exemple académique simple, unidi-
mensionnel. Notons X = {xi} ∈ RN la position des N nœuds du maillage. À nombre de nœuds N fixé, le
problème d’optimisation posé sur le maillage s’écrit : Trouver X ∈ RN tel que

X = argmin
Y∈RN

‖u−uh(Y )‖2, (5)

où uh(Y ) désigne la solution éléments finis relative au maillage Y , et ‖ · ‖ est une norme sur V , par
exemple celle induite par la forme symétrique a. En notant {ϕi} ∈V N

h l’ensemble des fonctions de base
éléments finis, qui dépendent implicitement de la position des nœuds, la solution éléments finis uh est
définie par la solution du système linéaire KU = F , où le vecteur U collecte les valeurs des degrés de
liberté de la solution relativement à la base {ϕi} : uh = ∑

N
i=1Uiϕi. La matrice K étant inversible, on peut

remplacer uh dans le problème d’optimisation (5) par

X = argmin
Y∈RN

‖u−
N

∑
i=1

(
K−1F

)
i ϕi‖2. (6)

Dans le problème d’optimisation écrit sous la forme (6), il est à noter que K, F , et ϕi dépendent tous de la
variable d’optimisation. Comme la matrice K intervient par l’intermédiaire de son inverse, les procédures
standards d’optimisation basées sur des techniques de gradients seraient prohibitives : il faudrait calculer
explicitement l’inverse de la matrice K et ses sensibilités par rapport aux nœuds du maillage X .

Nous procédons alors à une étape de relaxation sur les valeurs des degrés de liberté U de la solution
éléments finis afin de contourner le problème de détermination des dérivées de K−1 par rapport aux xi.
On introduit le problème relaxé : Trouver X ,W ∈ RN ,RN tels que

X ,W = argmin
Y,Z

‖u−uh(Y,Z)‖2, tel que KZ = F, (7)

où l’on a noté uh(Y,Z) = ∑
N
i=1 Ziϕi(Y ).

L’intérêt de cette étape de relaxation est d’introduire une nouvelle variable d’optimisation, les valeurs
des degrés de liberté W , afin qu’ils ne dépendent pas des positions des nœuds du maillage X . Bien
entendu, la contrainte KZ = F fait que l’on cherche toujours la solution éléments finis du problème
original : les problèmes (5) et (7) sont équivalents.

Nous prenons en compte la contrainte KZ = F de ce problème de minimisation en formant le La-
grangien

L(Y,Z,µ) = ‖u−uh(Y,Z)‖2 +µ · (KZ−F), (8)

où · désigne le produit scalaire euclidien de RN . La solution du problème relaxé (7) est ensuite donnée
par la stationnarité du Lagrangien (8), soit le problème de point-selle : Trouver X ,W,λ∈RN ,RN ,RN tels
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que

0 = ∇X L(X ,W,λ) = ∇X‖u−uh(X ,W )‖2 +λ · ((∇X K)W ) , (9)

0 = ∇W L(X ,W,λ) = ∇W‖u−uh(X ,W )‖2 +KT
λ, (10)

0 = ∇λL(X ,W,λ) = KW −F. (11)

Au prix d’un système augmenté, nous n’avons plus à déterminer les sensibilités de K−1 par rapport au
maillage ; en ayant relaxé le problème en introduisant une nouvelle variable d’optimisation, nous n’avons
qu’à calculer celles de K. La dernière équation (11), obtenue en écrivant la stationnarité du Lagrangien
par rapport aux multiplicateurs de Lagrange λ, est la contrainte KW = F : uh est bien la solution du
problème éléments finis.

Le problème relaxé (9)–(10)–(11) peut alors être résolu numériquement en utilisant par exemple une
méthode de gradient.

4 Résultats numériques

Afin de valider l’approche, des résultats numériques préliminaires ont pour l’instant été obtenus
sur le problème d’optimisation (6) appliqué au problème de couche limite unidimensionnel (12)–(13) :
Trouver u telle que

−εu′′+u′ = 1, sur ]0,1[ , (12)

u(0) = u(1) = 0, (13)

où le paramètre ε contrôle la taille de la couche limite à droite du domaine. La solution exacte du pro-
blème de couche limite est donnée par (14) et est représentée Figure 1

u(x) = x− e−1/ε− e(x−1)/ε

e−1/ε−1
. (14)

x

u

FIGURE 1 – Solution exacte du problème de couche limite avec ε = 0,01.

Partant d’un maillage constitué d’un unique élément, l’optimisation consiste à déterminer la meilleure
position du nouveau nœud. La fonction coût associée à ce problème d’optimisation (6) est présentée Fi-
gure 2. On observe un maximum vers x = 0,5 qui correspond au maillage donnant la plus grande erreur,
et un minimum vers x = 0,986, soit très proche de la position de la couche limite en 1− ε = 0,99 pour
cette simulation.

5 Conclusion et développements futurs

Les premiers résultats obtenus sur le problème de couche limite sont très encourageants : l’optimi-
sation de la fonction coût permet d’obtenir un maillage très performant pour ce problème en seulement
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Position du nœud intérieur

J

FIGURE 2 – Fonction coût associée à l’optimisation de la position du nœud intérieur. On note la présence
du maximum vers le milieu du domaine, et du minimum à l’extrémité droite.

deux éléments. Nous projetons par la suite développer notre approche basée sur la relaxation et l’incor-
porer dans une procédure complète de vérification avec laquelle nous espérons obtenir des séquences de
maillages quasi-optimaux.
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