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Résumé — Pour rendre compte de l’effet de taille dans les nanoconposites, un matériau constitué d’une
matrice élastoplastique et de nano-inclusions élastiques a été la modélisé numériquement par éléments
finis dans le cas 2D état plan de déformation. L’effet de taille induit par les nano-charges est pris en
compte par une élasticité surfacique de type Gurtin et Murdoch dans des éléments finis d’interface entre
la matrice les inclusions. Les résultats obtenus sous chargements cycliques mettent en évidence l’inluence
des nano-renforts sur les distributions des contraintes dans la matrice et les inclusions.
Mots clés — Nanocomposites, Plasticité, Homogénéisation.

1 Introduction

Avec le développement des matériaux fonctionnalisés dits intelligents [1] et la constante recherche de
réduction des masses, l’utilisation des nanocomposites ne cesse de croître. En effet, pour de très faibles
fractions volumiques de renforts et contrairement aux composites classiques, les nanocomposites offrent
de remarquables propriétés, notamment mécaniques. Ces remarquables propriétés s’expliquent par un
effet de taille induit par les dimensions nanométriques des renforts. Les phénomènes locaux présents à
l’interface matrice-renforts, négligeables dans le cas des composites classiques, ne le sont plus dans les
matériaux nano-renforcés où le rapport (surface d’interfaces matrice-inclusions) / (volume du matériau)
devient beaucoup plus grand. Cependant, la prise en compte de l’effet de taille dans la modélisation du
comportement des nanocomposites reste à l’heure actuelle un grand défi. Dans le contexte de l’élasticité
linéaire, de nombreux travaux, prenant en compte un effet de taille des nano-charges, ont été menés aussi
bien au moyen de modélisations analytiques [2, 4] que numériques [3, 5, 6]. Toutefois, les effets induits
par la taille des renforts, dans le contexte des non-linéarités matériaux restent un problème ouvert crucial.
En effet, comme de nombreux matériaux composites, les matériaux nano-renforcés peuvent présenter des
comportements mécaniques non linéaires, notamment en raison d’une utilisation importante de matrices
polymères.
En ajoutant la théorie de l’élasticité de surface de Gurtin-Murdoch [7] aux modèles micromécaniques
classiques (assemblage de sphères et de cylindres composites, modèles triphasés ou auto-consistants gé-
néralisés, modèle de Mori-Tanaka...), plusieurs contributions prenant en compte l’effet de taille dans le
contexte des comportements non linéaires ont été développées [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]. Ces modèles
se concentrent, dans le cas des matériaux nanoporeux, sur des analyses limites pour quantifier l’impact
de la plasticité de la matrice et de la taille des pores sur les surfaces de plasticité. Plus récemment,
toujours pour des matériaux nanoporeux, Chen et Pindera [16] se sont intéressés aux courbes contrainte-
déformation macroscopiques dans le cas d’une matrice élastoplastique avec écrouissage isotrope. Dans
cette étude, en utilisant trois approches différentes, à savoir le modèle classique d’assemblage de cy-
lindres composites, la théorie des éléments finis et la théorie des volumes finis généralisés, les auteurs
illustrent l’influence de l’effet de taille sur l’évolution de la réponse globale du matériau nanoporeux.
On peut noter que toutes les études citées précédemment et portant sur des phénomènes non-linéaires, se
limitent aux matériaux nanoporeux. Il est important de rappeler que les effets de taille sont évidemment
également présents dans les nanocomposites [6, 17]. De plus, aucune des études précédemment citées ne
s’intéressent à la quantification ou à l’observation des phénomènes locaux aussi bien dans la matrice que
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dans les inclusions ou à leurs interfaces. Nous proposons, dans les présents travaux, d’illustrer grâce à
une modélisation numérique l’influence de l’effet de taille sur les réponses globales et locales des nano-
composites dans un contexte non linéaire.
En se basant sur les travaux de Bach et al [6, 18], la stratégie de l’élément d’interface/surface semble
être la plus simple et la plus efficace pour des inclusions de forme simple. En considérant des renforts
cylindriques, nous optons donc ici pour ce type de modélisation. Nous commencerons par poser le pro-
blème du matériau biphasé considéré. Ensuite, nous présentons sa mise en œuvre numérique. Enfin, nous
illustrerons l’effet de taille sur le comportement élastoplastique d’un nanocomposite.

2 Définition du problème

FIGURE 1 – Définition du problème : matériau biphasé à interface imparfaite.

Nous considérons ici un domaine borné Ω⊂Rd (d = 2 ou 3) de frontière ∂Ω (∂Ω = ∂ΩF ∪∂Ωu et ∂ΩF ∩
∂Ωu =∅). ñ est le vecteur normal unitaire sortant à ∂Ω. Le domaine Ω est composé de deux phases Ω(1)

et Ω(2) correspondant respectivement à l’inclusion et la matrice du biphasé. Ces 2 domaines sont séparés
par une interface imparfaite Γ (Fig.1). On note n le vecteur normal unitaire à Γ, dirigé de Ω(1) vers Ω(2).
Le saut de quantité {•} à l’interface Γ est défini tel que J{•}K = {•}(1)−{•}(2). Les expressions des
opérateurs gradient surfacique et divergence surfacique sont :

∇s{•} := ∇{•} ·P et divs := ∇s{•} : P avec P := I−n⊗n , (1)

où I est le tenseur identité du second ordre et P l’opérateur projecteur (sur Γ) du second ordre.
L’équilibre dans les phases 1 et 2 du biphasé est donné par l’équation :

divσ(l)+b = 0 dans Ω
(l), l = 1,2 , (2)

où σ et b correspondent respectivement au tenseur des contraintes de Cauchy et aux forces volu-
miques.

Les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet sont appliquées sur ∂Ω :

σ · ñ = F sur ∂ΩF et u = ū sur ∂Ωu , (3)

où F et ū sont respectivement les forces extérieures exercées sur ∂ΩF et les déplacements imposés sur
∂Ωu.

Pour rendre compte de l’effet de taille dans les nanocomposites, l’interface Γ entre la matrice Ω(2)

et les inclusions Ω(1) est considérée cohérente et de comportement régi par l’équation de Young-Laplace
généralisée [19, 20, 21] :

divsσs + JσK ·n = 0 ∀x ∈ Γ , (4)

où σs est le tenseur des contraintes surfaciques sur Γ.
À partir des équations (2) à (4), en supposant les interfaces Γ fermées et en n’autorisant pas de

décohésion entre matrice et inclusions, on obtient la formulation faible du problème étudié :

∀δu
∫

Ω\Γ
∇

s
δu : σdΩ+

∫
Γ

∇
s
sδu|Γ : σsdΓ−

∫
Ω\Γ

δu ·bdΩ−
∫

∂Ω

δu ·σ · ñdS = 0 . (5)
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où ∇s
s correspond à l’opérateur gradient surfacique symétrique (∇s

s{•}= ∇s{•}P).

On peut remarquer que le premier et le second terme de l’équation (5) correspondent à une énergie
volumique et à une énergie surfacique. Par l’ajout au système d’une énergie d’interface, le rapport entre
énergie d’interface et énergie volumique impactera donc son comportement.

Dans cette étude, le nanocomposite considéré est constitué d’inclusions élastiques plongées dans
une matrice élastoplastique, le comportement de leurs interfaces est modélisé au travers de élasticité
surfacique introduite par Gurtin et Murdoch [7] :

σs = τoI2 +2(µs− τo)εs +(λs + τo)tr(εs)I2 , (6)

où εs est le tenseur de déformation surfacique, µs et λs sont des constantes de Lamé surfaciques caracté-
risant le comportement élastique de l’interface , I2 est le tenseur d’ordre 2 identité surfacique et τo une
tension superficielle.
En l’absence de tension superficielle τo, l’équation (6) peut s’écrire :

σs = Cs : εs , (7)

où Cs est un tenseur (d’ordre 4) d’élasticité surfacique.

La matrice du nanocomposite est considérée comme étant un matériau élastoplastique suivant le
critère de von Mises. Dans ce résumé, seul le cas avec un régime plastique supposé parfait sera présenté :

f(σ,q) =‖ dev(σ) ‖ −
√

2
3
(σy) , (8)

où σy correspond à la limite d’élasticité de la matrice.

Des cas complémentaires, écrouissage isotrope (linéaire et non linéaire) et écrouissage cinématique,
seront présentés lors de la communication orale et ne sont pas illustrés ici pour des raisons de place et de
clarté du propos.

S’agissant d’un problème non-linéaire, les lois de comportement de la matrice (2) et des inclsuions
(1) s’expriment en vitesse :

σ̇ = C(l) : ε̇ dans Ω
(l), (l = 1,2) , (9)

avec

C(l) =


C(1) x ∈Ω(l)

C(2) x ∈Ω(2) réponse élastique
Cep x ∈Ω(2) réponse plastique

(10)

C(1) et C(2) sont les tenseurs d’orde 4 définissant respectivement le comportement élastique des
inclusions Ω(1) et de la matrice Ω(2). Pour le cas d’un chargement plastique, le tenseur Cep, module
tangent élastoplastique, est déterminé à chaque incrément de temps à partir de C(2) (voir [22]).

En supposant la microstructure du nanocomposite étudié périodique, la cellule (voir Fig. 2), dans le
cas 2D, est considérée, en état plan de déformation. Des conditions aux limites périodiques sont donc
appliquées aux bords de la cellule. La fraction volumique d’inclusions cylindriques dans le VER est fixée
à 17% ( f = 0.17). Pour évaluer l’effet de leur taille, plusieurs rayons d’inclusions seront considérés.
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FIGURE 2 – Volume Élementaire Représentatif (représentation dans le plan (e1,e2) )

Le VER est soumis à un chargement radial cyclique piloté en taux de déformation macroscopique
(voir Fig. 3) :

E(t) = E11(t)(e1⊗ e1− e2⊗ e2)+0(e3⊗ e3) (11)

e3 correspond à la direction des inclusions cylindriques.
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FIGURE 3 – chargement radial cyclique

3 Discrétisation du problème par la méthode des éléments finis

x

y
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FIGURE 4 – Éléments finis pour la matrice, l’inclusion et leur interface.

Comme déjà mis en œuvre en régime élastique linéaire [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30], on utilise ici des
éléments d’interface pour rendre compte du comportement d’une interface cohérente élastique pour étu-
dier des phénomènes non-linéaire dans les nanocomposites. Une interpolation classique des déplacement
est utlisée dans la matrice et dans les inclusions alors que les champs de déplacement sur les interfaces
matrice/inclusions sont interpolés de la façon suivante :

uh
s (x) =

m

∑
i=1

N̄i(x)us,i , (12)
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où N̄i est la fonction de forme associée au nœud i d’un élément d’interface et us,i correspond aux dé-
placements de ce nœud obtenu par projection des déplacements dans le repère local de l’interface (voir
Figure 4) :

[
us,1
us,2

]
=

[
cosϕ sinϕ 0 0

0 0 cosϕ sinϕ

]
︸ ︷︷ ︸

T


u1
v1
u2
v2

 , (13)

où ϕ est l’angle entre l’interface et la direction x du repère global.
Les déformations dans un élément d’interface e sont obtenues de la manière suivante :

ε
(e)
s = B̄(e)Tu , (14)

où B̄(e) correspond au cas d’un élément 1D standard dans un problème 2D.
Le comportement de la matrice du nanocomposite étant élastoplastique, une résolution incrémentale par
la méthode itérative de Newton-Raphson est adopté.
Pour le pseudo-temps "n+1", le déplacement et la déformation à l’itération i+1 sont :

u(i+1)
n+1 = u(i)

n+1 +∆u(i)
n+1 et ε

(i+1)
n+1 = Bue,(i+1)

n+1 . (15)

La matrice B est obtenue par la ” Méthode du Retour Radial ” [22, 23].
La résolution du problème nécessite sa linéarisation :

0 = Lin(r (un+1)) avec r (un+1) =

Nelem

A
e=1

(
fe,int(un+1)− fext

n+1
)

(16)

A l’itération i, le problème peut s’écrire :

r
(

u(i)
n+1

)
+

∂r
∂u

∣∣(i)
n+1∆u(i)

n+1 = 0 (17)

avec

∂r
∂u

∣∣(i)
n+1 =

Nelem

A
e=1

(
KΩe,(i)

n+1 +KΓe,(i)
n+1

)
(18)

où

KΩe,(i)
n+1 =

∫
Ωe

BT C(l),(i)
n+1 BdΩ ; KΓe,(i)

n+1 =
∫

Γe

TT B̄T CsB̄TdΓ (19a)

fint,Ωe,(i)
n+1 =

∫
Ωe

BT
σ
(i)
n+1dΩ ; fint,Γe,(i)

n+1 =
∫

Γe

TT B̄T
σ
(i)
s,n+1dΓ (19b)

σ
(i)
s,n+1 = Cs : ε

(i)
s,n+1 ; ε

(i)
s,n+1 = B̄Tu(i)

n+1, (19c)

4 Effet de taille des inclusions sur le comportement mécanique du nano-
composite

Le VER du nanocomposite étudié est illustré sur la figure 2. Les propriétés de la matrice et des
inclusions cylindriques sont inspirées de celles introduites dans des travaux sur l’homogénéisation de
composites classiques [31, 32] et définies dans le tableau 1. Les propriétés de l’interface cohérente sont
celles obtenues par des simulations de dynamiques moléculaires par Miller et Shenoy [33] : λ(s) = 6.842
N/m, µ(s) = −0.375 N/m → k(s) = 6.0905 N/m. Pour illustrer l’effet de taille des nano-inclusions, 3
rayons de renforts cylindriques sont testés : R = 1 nm, R = 5 nm et R = 50 nm .
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Paramètre Inclusions élastiques Matrice Élastoplastqiue
Élasticité k 20 GPa 10 GPa

µ 6 GPa 3 GPa
Plascitité parfaite σy 100 MPa

TABLE 1 – Propriétés matériaux
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(a) Contraintes macroscopiques
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(b) Contraintes moyennes dans la matrice
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(c) Contraintes moyennes dans les inclusions
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(d) Fluctuation des contraintes dans la matrice
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(e) Fluctuation des contraintes dans les inclusions

FIGURE 5 – Effets de taille dans des nanocomposites constitués d’une matrice élastique-parfaitement
plastique, d’inclusions élastiques et d’interfaces élastiques sous un chargement radial cyclique.

La réponse du nanocomposite au chargement radial cyclique Eq. (11) est présentée en figure 5 pour
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les 3 rayons d’inclusions considérés. Pour illustrer l’influence de la taille de ces inclusions, le cas du
composite classique (sans effet de taille) est également report é sur cette figure. Les résultats présentés
sont les réponses macroscopiques du matériau ainsi que les contraintes moyenne et les fluctuation des
contraintes dans la matrice et dans les inclusions.

Bien que l’effet de la taille des inclusions ne soit pas assez significatif sur la réponse macroscopique
du matériau (Fig. 5a) ou sur la moyenne des contraintes dans la matrice (Fig. 5b), les fluctuations des
contraintes dans la matrice (Fig. 5b et 5d) et le comportement dans l’inclusion (Figures. 5c et 5e) sont
quant à eux sensibles à la taille des inclusions. En effet, la fluctuation des contraintes dans la matrice
augmente avec la réduction de la taille des inclusions. Dans les inclusions, les contraintes moyennes
diminuent quand on réduit la taille des inclusions et les fluctuations de contraintes sont très différentes
en fonction de la taille des inclusions. Ces résultats montrent l’importance d’un examen minutieux des
champs locaux dans le nanocomposite ; ce type de résultats sera d’ailleurs présenté lors de la communi-
cation orale.

5 Conclusion

Dans ce travail, une stratégie numérique basée sur la méthode des éléments finis utilisant des élé-
ments d’interface a été mise en œuvre pour rendre compte de l’effet de taille dans les nanocomposites,
dans le contexte de l’élastoplasticité. Cet effet de taille, a, dans le cas de la plasticité parfaite, permis
de mettre en évidence l’importance des phénomène locaux, la fluctuation des contraintes dans les in-
clusions étant fortement impactée par la taille nanométrique des inclusions. Lors de la communication
orale des résultats complémentaires avec des illustrations de distributions locales de contraintes mais
également d’autres lois de plasticité (isotrope non-linéaire et cinématique linéaire) ainsi que l’influence
de chargements tournants seront présentés.
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