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Résumé — Cet article cherche à démontrer notre contribution en recherche reproductible pour l’op-
timisation topologique par les méthodes d’optimisation topologique intitulées “Generalized Geometry
Projection” (GGP) et “efficient multi-scale topology optimization” (EMTO). La première méthode uni-
fie les méthodes existantes en optimisation topologique explicite ; la seconde offre un environnement
d’optimisation topologique multi-échelle. Leur point commun est d’être basées sur deux articles livrés
avec le code associé top99 et top88 (initiative du DTU). La comparaison de ces méthodes est faite sur
le cas test d’une nervure d’aile d’avion (2D). Les résultats mettent en évidence leur complémentarité :
l’une donnant un concept simple d’assemblage d’éléments structuraux, l’autre une conception encore
plus performante via des cellules micro-architecturée dont la fabrication doit être automatisée.
Mots clés — Optimisation topologique, projection géométrique, recherche reproductible.

1 Introduction

Les ingénieurs en calcul de structures conçoivent toujours une structure en en se posant deux ques-
tions : l’une étant « Comment concevoir au mieux sans compromettre la sécurité et les exigences opé-
rationnelles ? », l’autre étant « Comment la rendre la plus légère? », ce qui se traduit directement par
l’obtention de la structure la plus performante avec le moins de poids possible. C’est précisément la
question abordée par l’optimisation de structures qui vise à trouver une répartition optimale de la matière
pour un lot de cas de charges et des conditions aux limites donnés.

Les travaux pionniers de Bendsøe and Kikuchi [1], et plus tard de Zhou and Rozvany [2], ont dé-
clenché une nouvelle vague de travaux de recherche académique pour exploiter et proposer des alterna-
tives à la méthode d’homogénéisation numérique dénommée Solid Isotropic Material with Penalization
(SIMP), qui utilise essentiellement une loi de puissance pour restreindre les densités de matériaux à 0
ou 1.

Parallèlement, une méthode influencée par l’évolution des structures observées dans la nature a ins-
piré une nouvelle méthode nommée Evolutionary Structural Optimization (ESO) [3] où les éléments sont
progressivement supprimés à l’aide d’un critère de rejet qui utilise, par exemple, un critère de contrainte
minimale de von Mises, et répété jusqu’à ce qu’un optimum souhaité soit atteint. D’autres méthodes
notables et éprouvées incluent notamment la méthode des lignes de niveaux [4] et son extension sur
les dérivées de formes classiques sur un maillage eulérien fixe [5], et enfin l’optimisation à l’aide de la
fonction de description de topologie (TDF) [6].

D’un point de vue ingénieur il existe plusieurs inconvénients aux méthodes implicites telles que
SIMP. Le plus important est l’explosion du problème d’optimisation sous contraintes quand un modèle
éléments finis avec plus d’un million d’éléments quand (ou pixels) est utilisé (on parle de voxels en 3D)
i.e. le nombre de variables du probleme correspond à la taille du problème d’analyse (chaque "pixel"
est une variable de conception). Ceci entraîne un coût de calcul énorme retardant l’adoption précoce
des méthodologies d’optimisation topologique. Bien sûr, cet aspect est contrebalancé par les avancées
importantes en calcul haute performance des codes industriels (Nastran, Abaqus, Ansys, Optistruct, etc.).
Un autre inconvénient est le manque de contrôle explicite sur les caractéristiques de conception telles que
la longueur ou la largeur minimale des éléments dans les solutions formées, ou pour imposer la présence
ou l’absence de vides et plus, ainsi que l’absence d’une limite claire de la solution en cours de formation
principalement en raison de la présence de zones grises qui font l’objet d’une compréhension et d’un
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post-traitement plus poussés. Actuellement pour SIMP, il est appliqué en utilisant la méthode de filtrage
purement heuristique. Pour surmonter ces inconvénients, plusieurs méthodes basées sur la projection
géométrique ont été proposées.

Cette communication tente de synthétiser les avancées en matière d’optimisation topologique ex-
plicite inclues dans l’environnement TOPGGP. La section 2 introduit les méthodes de projection géo-
métrique existantes. La section 3 présente la méthode unifiée et sa mise en œuvre numérique. Enfin, la
section 4 définit le cas test aérostructure ainsi qu’une courte comparaison entre 3 méthodes open-source
(GGP-EMTO-SIMP) .

2 Projection géométrique

La première des méthodes considérées est intitulée Moving Morphable Components (MMC) [7].
Elle a été améliorée dans [8], en projetant le TDF des composants sur la grille eulérienne. Les carac-
téristiques des composants dans ce cadre peuvent être modifiées en fonction de la fidélité requise de la
solution attendue, qui peut varier d’un composant à bout rond, composants avec des épaisseurs variables
à composant avec des squelettes courbes [9]. Une variation notable de la méthode donnée ci-dessus est
appellée Method of Moving Void (MMV) [10]), où sont utilisées des surfaces ou des courbes B-spline.
Elles sont projetées sur des maillages eulériens pour indiquer l’absence de matériau.

Une autre méthode de projection a été introduite par Bell et. al., appelée simplement projection
géométrique (GP) [11], qui trouve la disposition optimale de barres élastiques de largeur et d’épaisseur
fixes pour obtenir la structure la plus rigide possible. Cette méthode a été ensuite améliorée pour obtenir
un cadre complet en [12] utilisant des barres à extrémités arrondies de largeur et de taille variable par
composant pour indiquer une fraction d’un matériau solide n’importe où dans l’espace de conception.
Récemment, les composants structurels de type barre dans le cadre GP d’origine ont été remplacés par
des "superformes" par [13] qui promet une plus grande fidélité en termes de formes obtenues par rapport
aux barres.

Parallèlement, une autre méthode de projection a été développée. Celle-ci utilise des nœuds mas-
siques comme blocs de construction de solution au lieu d’éléments structurels. Cette approche appelée
Moving Node Approach (MNA) par Overvelde [14], a reçu relativement moins d’attention que les deux
autres méthodes présentées ci-dessus. Cette méthode calcule le point central de chaque élément EF par
rapport aux coordonnées locales dans chaque vecteur composant sur lequel les fonctions de pondéra-
tion sont directement appliquées à la variable locale pour obtenir la densité locale. Une variante de cette
méthode a été développée avec une approche sans maillage dans [15] et plus récemment utilisée pour
calculer des solutions structurelles optimisées soumises à une contrainte d’"overhang angle" pour l’im-
pression 3D [16].

Récemment, toutes les principales approches explicites pour l’optimisation topologique explicite
(i.e., MMC, GP & MNA) ont été assimilées dans un cadre général, nommé Generalized Geometric
Projection (GGP) dans [17]. Dans ce travail, il a été démontré comment toutes les méthodes explicites
différaient les unes des autres, et notamment comment les primitives géométriques étaient projetées sur
l’espace de conception. Enfin, une revue des méthodes de projection géométrique est présentée dans [18].
Les auteurs discutent des choix disponibles pour réaliser le mapping de paramètres géométriques de haut
niveau sur un maillage fixe et une combinaison de primitives géométriques.

3 L’environnement GGP

De nombreux chercheurs et étudiants ont débuté l’optimisation topologique en utilisant le code top.m
[19] publié en 2001. Il contient, en 99 lignes de code matlab, un solveur éléments finis d’élasticité linéaire
2D (utilisant l’élément QUAD), un optimiseur (heuristique) et quelques lignes de post-traitement. Il a
ensuite été vectorisé pour plus d’efficacité dans top88.m [20] puis étendu à la 3D [21] et à nouveau
optimisé avec du calcul haute performance dans top99neo [22] offrant de l’élasticité 2D et 3D. Le lecteur
intéressé peut aussi disposer d’intéressants résumés d’articles pédagogiques dans [23]. Ces codes sont
utilisés comme base du projet TOPGGP et également utilisés dans différents cours à SUPAERO. Le code
GGP est opensource et disponible en Matlab, Python et Julia (https://topggp.github.io/blog/)
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avec une extension récente à l’impression 3D [24].
La section suivante décrit le cadre méthodologique de GGP requis pour comprendre la formulation

du problème, et qui varie en fonction de l’application. Un exemple de minimisation de la souplesse
structurelle est expliqué en détail dans la section suivante et dans [17].

3.1 La formulation unifiée de GGP

La solution dans le cadre GGP comprend des barres à extrémités arrondies pour les primitives géo-
métriques, chacune ayant 6 variables (position des coordonnées X et Y , longueur L, largeur H, angle
d’inclinaison θ et la taille (ou la masse) m), illustrée dans la figure 1. Sa fonction caractéristique ϒ, qui
définit la densité à l’intérieur de la primitive, est donnée par :

FIGURE 1 – Example component schematic

ϒ({Xg},ωi) =

{
1 if {Xg} ∈ ωi

0 otherwise
. (1)

{Xg} représente le domaine de conception et ωi est la primitive géométrique. Ces primitives géomé-
triques permettent de mettre à jour un modèle d’éléments finis à maillage fixe par projection et opération
booléenne. Ensuite, la formulation de la densité locale, qui est considérée comme une estimation de la
fraction volumique pondérée, est utilisée pour la projection donnée par :

δ
el
i =

∫
D({Xel

g },p,R)Wi({X},{Xi},{r})dΩ∫
D({Xel

g },p,R) dΩ
≈

Ngp

∑
k=1

ϕkWik

Ngp

∑
k=1

ϕk

. (2)

Ici Wi({X},{Xi},{r}) est une approximation continue régulière de ϒ({Xg},ωi) ; {r} est un vecteur d’hy-
per paramètres qui contrôle l’échelle de longueur de la transition de Wi dans [0,1], Wik est égal à la valeur
de la fonction caractéristique à l’emplacement du point de Gauss et ϕk sont l’intégration poids. L’évalua-
tion de δ el

i en quadrature de Gauss est donnée en utilisant l’approximation dans l’Eq. (2). En utilisant la
notation de {δ el}v et {δ el}c, décrit comme le vecteur des fractions volumiques locales calculées à l’aide
de la fonction caractéristique de densité Wv et Wc respectivement, dans le centroïde de l’élément elth, la
dernière étape consiste à mettre à jour le maillage fixe du modèle EF en utilisant l’expression

Eel =M({δ
el}c,E,Emin,κ)

ρ
el =V({δ

el}c,κ)
, (3)

M et V étant des fonctions qui fournissent le module d’Young et les fractions de volume de chaque élé-
ment fini à l’intérieur d’une frontière primitive géométrique. Par la suite, la méthode de calcul du module
d’Young et de la densité d’éléments dépend de la méthode choisie.
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3.2 Zoom sur la formulation

Le cadre GGP étant brièvement présenté, la formulation exacte va maintenant être expliquée. Par
souci d’exhaustivité, l’objectif le plus courant (c’est-à-dire minimiser la souplesse de la structure) sera
utilisé selon : 

min
{x}

C = {U}T{F}

s.t

V =

N
∑

el=1
ρel

N ≤V0

{lb} ≤ {x} ≤ {ub}

(4)

Ici {x} est le vecteur de conception à déterminer et est composé des variables de la primitive géomé-
trique ; {lb} et {ub} sont ses limites inférieure et supérieure respectivement ; {F} est un vecteur composé
de charges externes imposées sur l’espace de conception ; C est la souplesse de la structure résultante ;
{U} est un vecteur de déplacements nodaux ; V0 est la fraction volumique maximale autorisé ; N est
le nombre total d’éléments et ρel est la densité d’un élément donné dans l’espace de conception. Le
déplacement U est obtenu en utilisant l’équation d’équilibre des forces statiques donnée par :

[K]{U}= {F} et donc {U}= [K]−1{F} . (5)

[K] représente la matrice de rigidité globale assemblée. L’espace de conception global est discrétisé en
un nombre de N d’éléments solides d’épaisseur unitaire, sur lesquels les primitives géométriques sont
disposées et projettent leur topologie. De la théorie des éléments finis :

[K] =
N⊕

el=1

[Kel] où [Kel] = Eel[K0] (6)

[Kel] est la matrice de rigidité élémentaire, [K0] est la matrice de rigidité 8 × 8 d’un élément solide sou-
mis à une contrainte plane dx× dx, et [K] est la matrice de rigidité globale assemblée. Les primitives
géométriques (et donc les variables de conception) sont celles discutées dans la section précédente.

L’astuce de Bendsøe et Kikuchi dans la méthodologie SIMP [1] est d’écrire simplement la loi de
pénalisation du module d’Young via l’hyperparamètre p :

Eel = Emin +(E −Emin)ρ
p (7)

Eel est le module de Young de l’élément, Emin est un minimum suffisant pour éviter les singularités et
ρ est la densité pénalisée par le paramètre p. Cela garantit que la conception obtenue est un champ de
densité binaire 0/1, plutôt que constitué d’une large gamme de densités dans [0,1]. Il est maintenant
nécessaire d’étudier des méthodes pour obtenir la valeur de densité ρ , dont les expressions dépendent de
la méthode choisie dans le cadre, comme discutées plus loin.

Commençons par faire référence à d comme la distance radiale du centre de chaque composant
{X ,Y}T à sa frontière ∂ω , et soit ω l’aire des composants. Le terme d est calculé par :

d =


√

h2

4 − L2 sinφ 2

4 + L
2 |cosφ | if cosφ 2 ≥ L2

L2+h2 ,
h

2|sinφ | otherwise.
(8)

La zone d’influence due aux géométries projetées est fonction de la distance des éléments finis aux
centres des composants. Si les coordonnées centrales d’un EF i sont notées (xi,yi), alors les coordonnées
polaires {ρi, φi} sont définies par :

ρi =

√
(xi −X)2 +(yi −Y )2 (9)

φi =

{
arctan

(
yi−Y
xi−X

)
−θ if x ̸= X

π

2 sign(y−Y )−θ otherwise
(10)
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La distance υ d’un EF i à l’axe médian du composant s’exprime en termes de ρi et φi comme :

υ =

{√
ρ2 + L2

4 −ρL|cosφ | , if ρ2 cosφ 2 ≥ L2

4 ,

ρ|sinφ | , otherwise
. (11)

Connaissant la région d’influence sur l’ensemble de l’espace de conception, la valeur de fonction carac-
téristique W est donnée par la méthode choisie dans le cadre, c’est-à-dire AMMC, AMNA ou AGP. Le
résumé de tous les paramètres et variables à utiliser dans GGP pour récupérer les méthodes originales
discutées est mentionné dans le tableau 1. Les lecteurs sont invités à se référer à [17] pour une description
complète de toutes les fonctions mentionnées ci-dessus, ainsi que son analyse de sensibilité.

TABLE 1 – Hyperparamètres unifiant les approches utilisant la Projection Géométrique Généralisée

Méthode MMC GP MNA

W c Hε(χ
el)q δ̃ el

i mγc
i mγc

i wel
i

W v Hε(χ
el) δ̃ el

i mγv
i mγv

i wel
i

p ∞ ∞ ∞

R
√

3
2 dx 1

2 dx 1
2 dx

NGP 4 1 1

V

4
∑
j=1

Hε (χ
el
j )

4 Π(δ̂ el
v ,κ) Π(δ el

v,κ)

M

4
∑
j=1

(Hε (χ
el
j ))

q

4 Π(δ̂ el
c ,κ)E Emin +(E −Emin)Π(δ el

c,κ)
pb

4 Resultats et discussion

4.1 Cas test "Wing Rib"

Le problème plus complexe de la conception d’une nervure d’aile d’avion est ici considéré. Une
section de 15% à 70% est choisie à partir de la voilure Eppler 402. De manière réaliste, une nervure
d’aile doit être conçue en tenant compte de plusieurs cas de charge (6 à 12 cas de charge pour la nervure
de bord d’attaque seule, dans [25]), qui incluent les charges de cisaillement, le flambement, la torsion
etc...

FIGURE 2 – Domaine de conception et conditions aux limites pour le problème Wing Rib

Pour tous les tests de cet article, le vecteur des composants initiaux X0 est illustré à la figure 3.

FIGURE 3 – Distribution initiale des composants pour le problème de Rib

Le but de l’article étant de mesurer les performances et la faisabilité de GGP et SIMP, seules les
charges de pression uniformes sur les nervures d’aile sont imposées, comme le montre la figure 2. De
plus, aucune optimisation de la topologie basée sur le flambement ou les contraintes n’a été réalisée.
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4.2 Exploration du domaine de conception : Résultats pour plusieurs (faibles) Volfrac

La souplesse optimale est indiquée dans le tableau 2. Le plan d’expériences numériques proposé ici
est une analyse 4x4 (4 méthode, 4 volfrac, pour un même X0). Il est important de noter que les résultats
(basés sur le gradient) dépendent du X0 et nous restons probablement bloqués dans un minimum local
(déviation rouge dans le tableau 2). Nous ne comparons ici que l’AGP et l’AMNA.

Méthode Paramètres
Volfrac

0.3 0.4 0.5 0.6
SIMP (reference) Objectif 0.4332 0.2719 0.1975 0.1549

AGP
Objectif 0.296 0.206 0.165 0.137

Deviation 31.6% 24.31% 16.3% 11.5%

AMNA
Objectif 0.756 0.293 0.194 0.15

Deviation 74.5% 7.94% 1.67% 3.49%

TABLE 2 – Valeurs de souplesse pour une nervure d’aile avec une force uniformément répartie. Une
déviation verte reflète une meilleure souplesse par rapport à la référence SIMP. On repère en rouge les
possibles minimas locaux de la méthode AMNA.

La comparaison reflète que la méthode AGP offre les meilleures performances, tandis que la solu-
tion de la méthode AMNA reflète partiellement les structures de nervure d’aile actuellement utilisées.
Regardons de plus près les résultats de GGP à Volfrac=0.3. Les deux méthodes donnent deux topologies
différentes, AGP étant meilleure que la référence SIMP. La seule différence réside dans les hyperpara-
mètres de la méthode (même X0, mêmes critères d’arrêt i.e. conditions KKT, même grille d’analyse).

(a) Composant AGP (b) Composant AMNA

FIGURE 4 – Comparaison GGP pour Volfrac=0.3

4.3 Comparaison avec une méthode multiéchelle : EMTO

Les résultats sont obtenus ici pour Volfrac=0.5. La méthodologie multi-échelle est détaillée dans [26]
et le code est donné à https://github.com/mid2SUPAERO/EMTO. La comparaison donne :

— CAMNA=0.194
— CEMTO=0.172 (homogenized)
— CSIMP=0.198
L’approche multi-échelle est un redesign complet : elle crée de multiples chemins pour les forces

internes (et la fabrication doit donc être automatisée) tandis que GGP permet une interprétation facile et
l’exploration de structures potentielles avec des composants explicites et ainsi de raccourcir le cycle de
conception-calcul. Les deux méthodes sont rapides et complémentaires et les deux codes sont disponibles
sur github.

(a) SIMP (b) Composant AMNA (c) EMTO

FIGURE 5 – SIMP vs GGP-MNA vs EMTO à volfrac=0.5
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5 Conclusions

L’exploration de concepts structuraux est une tâche complexe. Le cadre unifié GGP peut vraiment
aider les ingénieurs en fournissant automatiquement un assemblage explicite de primitives géométriques
(calculées à l’aide de trois méthodes différentes dans le même code). Nous proposons dans cet article un
cas de test d’aérostructures et les solutions résultantes à la méthodologie SIMP et EMTO. Tout le code
est open source et aidera le lecteur intéressé à reproduire nos résultats.
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