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Résumé —
L’objectif de cette étude est de proposer une méthode numérique permettant de construire itérative-

ment un espace de projection optimal, composé de modes normaux et homotopiques, pour le calcul des
solutions complexes. Cette méthode est ensuite utilisée pour résoudre une analyse de stabilité associée au
phénomène de crissement automobile. Nous nous focaliserons sur le stabilisation du résidu de l’équation
aux valeurs propres ainsi que sur les parties réelles des valeurs propres complexes en fonction du nombre
de modes normaux et de l’ordre du développement homotopique.
Mots clés — Problème aux valeurs propres, Projection, Développement homotopique, Analyse de stabi-
lité.

1 Introduction

En analyse modale, les algorithmes de résolution actuels (de type QZ) nécessitent la projection sur
un espace de dimension réduite. Les techniques de projection les plus connues [1, 2] se basent sur une
projection dans une base de déplacements et peuvent fournir une estimation efficace de la réponse fré-
quentielle du modèle complet si le modèle de projection représente une bonne approximation du modèle
complet [3]. Néanmoins, les méthodes classiques ne permettent pas d’obtenir une approximation correcte
du modèle complet pour certains problèmes (vibro-acoustique ou vibrations induites par le frottement
pour ne citer qu’eux). Ainsi, il est pertinent de s’intéresser à d’autres techniques de projection sur un
espace réduit.

La méthode des perturbations homotopiques, proposée par He [4], a d’abord été utilisée pour ré-
soudre les problèmes d’équations différentielles ; puis a été appliquée aux problèmes de dynamique.
Duigou et al. [5] ont couplé la méthode homotopique avec la méthode asymptotique numérique et celle
des approximants de Padé pour étudier les vibrations de structures sandwich amorties. Boumediene et al.
[6] ont développé une méthode de réduction se basant sur la méthode des perturbations homotopiques
pour résoudre un système à valeurs propres avec de l’amortissement viscoélastique. Récemment, Massa
et al. [7] ont construit une méthode d’ordre réduit pour résoudre un problème d’analyse modale linéaire.

Le but de cette communication est d’étudier l’utilisation de la méthode de perturbations homoto-
piques pour la résolution de problèmes quadratiques à valeurs propres complexes [8]. Pour ce faire, le
problème numérique est dans un premier temps rappelé. Ensuite, les équations de la méthode de pertur-
bations homotopiques sont développées et l’algorithme permettant l’approximation des solutions propres
du systeme considéré est présenté. Une application sur un modèle simplifié de frein est ensuite utilisée
pour montrer l’efficacité de la méthode proposée.

2 Problème de vibrations induites par le frottement

La détermination des solutions propres (λi,Ψi) d’un modèle éléments finis soumis à des vibrations
induites par le frottement est définie par l’équation (1).
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où M, C et K représentent respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité ; λi

et Ψi, les ieme valeur propre et vecteur propre du système.

Les dimensions des modèles éléments finis ne permettent pas une résolution directe de l’équation (1)
à cause du nombre trop important d’équations à traiter. Une projection sur un sous-espace T est donc
utilisée pour réduire la taille du système et un algorithme QZ permet de déterminer les solutions propres
du système réduit. L’équation (1) est donc réécrite dans l’espace d’état, donnée par l’équation (2).[
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où s∗i et qi sont les solutions propres approximées du système, avec Ψi = Tqi.

L’approche classique consiste à former T avec un ensemble de modes propres du système conservatif
associé, déterminés à partir de l’équation (3).(

KS −ω
2
i MS

)
φi = 0 (3)

où KS et MS correspondent aux matrices de rigidité et de masse prenant en compte les contributions
normales de contact, ωi, la ieme pulsation propre et φi, le ith vecteur propre associés à la base conservative.

Bien que cette solution a montré son efficacité dans de nombreux cas comme l’analyse modale avec
amortissement visqueux, la construction du sous-espace T à partir de φi n’est pas optimale dans le cas des
vibrations induites par le frottement car la contribution tangentielle du contact n’est pas prise en compte.

3 Généralisation de la méthode de projection à des ordres supérieurs

Pour améliorer la prédiction de ces solutions propres, nous proposons une généralisation de la mé-
thode de projection présentée précédemment, appelée méthode HOPEP (HOmotopy PErturbation and
Projection), où le sous-espace T est enrichi par des modes homotopiques à différents ordres, suivant les
développements proposés dans [8]. Les matrices de masse et rigidité sont communément décomposées
sous la forme (4).

M = MS + εMA

K = KS + εKA (4)

où ε est une variable homotopique associée à la contribution non symétrique. Les contributions sy-
métrique sont données avec un indice S et les contributions assymétriques avec un indice A.

Enfin, l’intégralité de la contribution en amortissement est considérée comme une perturbation afin de
lever les limitations observées dans la référence [9] et de retrouver l’équation (3) lors de l’identification à
l’ordre 0 du paramètre homotopique. Cette stratégie permet de considérer un problème à valeurs réelles
et éviter des instabilités de calcul.

C = εCA (5)

Les solutions propres sont développées en séries de ε comme exprimées dans les équations (6) et (7).
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où d correspond à l’ordre homotopique maximum de la troncature.
Les équations des solutions propres perturbées (6) et (7) sont injectées dans l’équation (1), en consi-

dérant les décompositions symétriques et assymétriques des matrices de masse, d’amortissement et de
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rigidité. L’expression des modes homotopiques est obtenue après identification des différents ordres du
paramètre ε. Le détail des équations est présenté dans la référence [8].

La base enrichie s’écrit donc sous la forme de l’équation (8).

T =
[
φ
(0)
1 . . . φ

(0)
nm ψ

(1)
1 . . . ψ

(d)
m

]
(8)

avec ψ
(d)
m , le vecteur homotopique associé au mode m et à l’ordre d.

La procédure HOPEP est présentée dans la figure 1. Premièrement, l’algorithme est initialisé avec nm

modes normaux (déterminés en résolvant le système conservatif associé). Puis, m modes homotopiques
sont ajoutés au sous-espace T et l’équation (2) est résolu. Le résidu, calculé en injectant les solutions
propres alors déterminées, est évalué. Si celui-ci n’est pas amélioré, alors un certain pourcentage de
modes normaux est ajouté et l’équation (2) est à nouveau résolue. Ensuite, la convergence des solutions
propres est évaluée. Si celles-ci n’ont pas convergé, alors un nouvel ordre homotopique est ajouté.

FIGURE 1 – Construction de la base de projection par la méthode HOPEP.

Ainsi, les modes homotopiques sont déterminés à chaque itération de la méthode HOPEP en utili-
sant la méthode de Wang [10]. Ces modes sont ensuite injectés dans la base de projection T, qui est
orthonormalisée à chaque itération en utilisant une méthode de Gram-Schmidt itératif [11].

4 Application numérique

L’application considérée dans cette communication est un modèle simplifié de système de freinage,
présenté en figure 2. Les matrices M, C et K sont déterminées au sein du logiciel Abaqus. Quant aux
solutions propres, celles-ci sont calculées à partir de fonctions dédiées développées sous Matlab. Les
données du modèle sont disponibles dans [8].

Les deux techniques de projection sont comparées grâce à l’évaluation du résidu qui est obtenu en
substituant les solutions propres calculées dans l’équation (1). Nous nous intéressons ici au résidu des
74 premiers modes de la base modale du modèle de freinage, ce qui représente une bande fréquentielle
inférieure à 20 kHz.

Trois configurations de la base de projection sont testées :
— Une augmentation graduelle du nombre de modes normaux (de nm à 7×nm) ;
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FIGURE 2 – Modèle éléments finis simplifié

— Un ensemble de nm modes normaux, complété avec un ensemble de m vecteurs propres perturbés
(de l’ordre 1 à 6) ;

— Un ensemble de 2 × nm modes normaux, complété avec un ensemble de m vecteurs propres
perturbés (de l’ordre 1 à 6).

4.1 Influence de la constitution de la base de projection

La figure 3 montre l’évolution du résidu avec l’augmentation de la taille de la base de projection
considérée. Le cercle représente la valeur moyenne du résidu sur les 74 modes considérés, alors que les
carrés représentent l’intervalle min-max du résidu pour le mode le mieux calculé et le moins bien calculé.

FIGURE 3 – Evolution du résidu pour les deux techniques de projections considérées

Il est intéressant de noter que l’accroissement de la base T de la configuration 1 ne permet pas de
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réduire le résidu des 74 modes considérés. De plus, nous constatons que l’effet des modes homotopiques
est bénéfique dès lors que le nombre de modes normaux est suffisant. En effet, l’amélioration associée
à la configuration 2 n’est que d’une décade, alors que celle associée à la configuration 3 est de trois
décades.

4.2 Application de l’algorithme proposé

Les figures 4 et 5 proposent une application de l’algorithme HOPEP pour l’estimation des solutions
propres du système considéré. Le nombre de modes normaux pour la configuration 1 (Figure 4) est de
74, soit une bande de fréquences d’étude de 0 à 20kHz. La seconde configuration (Figure 5) utilise 113
modes normaux, soit une augmentation de 20% de la plage de fréquence précédente.

(a) Convergence du résidu (b) Stabilisation des solution propres

FIGURE 4 – Configuration 1 – (a) Convergence du résidu par mode ; (b) Stabilisation des solutions
propres par mode en fonction du nombre d’ordre homotopique. Un point rouge indique un mode non
convergé

Avec cette permière configuration, la base de modes normaux est insuffisante pour stabiliser les
modes complexes des hautes fréquences et le résidu n’est pas amélioré pour 10% des modes, quelque
soit l’ordre homotopique utilisé.

(a) Convergence du résidu (b) Stabilisation des solution propres

FIGURE 5 – Configuration 2 – (a) Convergence du résidu par mode ; (b) Stabilisation des solutions
propres par mode en fonction du nombre d’ordre homotopique. Un point rouge indique un mode non
convergé

Pour cette seconde configuration, les résultats montrent que l’utilisation d’HOPEP permet une stabi-
lisation rapide à la fois du résidu et des solutions propres du système. Ainsi, la confiance dans le calcul
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de ces quantités est donc améliorée par rapport à l’utilisation d’un espace de projection classique.
Ces deux résultats mettent donc en avant l’importance d’un équilibre entre modes normaux et modes

homotopiques.

5 Conclusions

Cette communication a permis d’étendre la stratégie numérique, traditionnellement utilisée pour la
résolution des problèmes quadratiques aux valeurs propres, en complétant l’espace de projection compo-
sée de modes normaux par des modes homotopiques. En effet, la combinaison de ces 2 types de modes
permet une meilleure stabilisation du résidu de l’équation aux valeurs propres ainsi que des parties réelles
des solutions propres. Une analyse du nombre de modes normaux et de l’ordre du développement homo-
topiques a été ainsi proposée.
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