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Résumé — La modélisation des écoulements diphasiques transitoires a mené au développement de
solveurs éléments finis efficaces. Néanmoins les cofits en calcul et en stockage deviennent rapidement
élevés pour des géométries complexes. Une réduction du probléme par la décomposition orthogonale
aux valeurs propres (POD) est ainsi étudiée. L’ originalité de 1’approche est d’utiliser une base de don-
nées bien choisie d’écoulements en régime stationnaire, rapides a simuler, afin de traiter un probléme
transitoire réduit. Cette méthode est illustrée sur un cas générique de probleme elliptique.

Mots clés — Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres, Projection de Galerkin, Problemes tran-
sitoires.

1 Introduction

La simulation d’écoulements diphasiques transitoires en milieux poreux est une problématique qui
suscite un grand intérét scientifique et industriel. Cet article s’inscrit notamment dans la Chaire indus-
trielle Hexcel - Mines Saint-Etienne autour de la modélisation de 1’élaboration de pieces aéronautiques
composites. L’un des objectifs est de modéliser puis simuler I’'infusion de résine liquide a I’intérieur de
préformes fibreuses complexes de plusieurs metres de long.

Un modele d’écoulement transitoire diphasique couplant les équations de Stokes, de Darcy et I’équa-
tion de transport du front fluide a été proposé et implémenté dans le code éléments finis Zset [1] a Mines
Saint-Etienne. Toutefois un probléme multi-échelles se pose. En effet, les géométries industrielles sont
de taille macroscopique tandis que les epaces poraux accessibles a la résine sont définis aux échelles
des fibres (microns), des meéches (<mm) et des préformes fibreuses (>cm). Afin de capter les effets des
différentes échelles, il faudrait donc utiliser un maillage tres fin et un pas de temps également tres petit
ce qui est impossible a résoudre pour des raisons de cofits de calcul et de stockage. Des travaux sur la dé-
termination de volume élémentaires représentatifs et sur les méthodes d’homogénéisation des propriétés
microscopiques et mésoscopiques de 1’écoulement sont menés pour simplifier le probléme macrosco-
pique [2]. Néanmoins la complexité des géométries aéronautiques nécessite tout de méme un maillage
raffiné. Ce qui induit irrémédiablement une grande complexité algorithmique, de longs temps de calcul,
voire méme une impossibilité a résoudre le probléme par un trop grand nombre de degrés de liberté.

Nous proposons de contourner cette complexité en réduisant le probléme par une méthode de réduc-
tion de modele basée sur la POD. Cette méthode est une projection de Galerkin du probleme éléments
finis. Elle a déja été largement utilisée avec succes pour résoudre efficacement des problemes de turbu-
lences [3]. Cependant une contrainte majeure subsiste : la construction du projecteur nécessite plusieurs
résolutions du probléme complet avec différents jeux de parametres. Ainsi, la réduction du modele im-
plique de pouvoir résoudre ce méme probléme, ce qui peut étre impossible comme nous I’avons men-
tionné. L’idée est donc d’utiliser des solutions issues de problémes stationnaires, peu coliteuses, pour
construire le projecteur utilisé pour le probleme transitoire associé. Cette méthode est illustrée dans le
cadre d’un probleéme elliptique a deux domaines physiques dont le parametre physique pourra étre assi-
milé a une conductivité, une viscosité ou une perméabilité.

Cet article présente tout d’abord la formulation des problemes a résoudre. La section suivante décrit
succinctement la méthode de réduction de modele utilisée. Enfin les erreurs associées a la réduction
seront étudiées en fonction des données qui sont utilisées pour réduire le probleme.



2 Formulation du probléme

Soient Q C RY (avec d € {1,2,3}) un domaine ouvert et I' = Q\Q la frontiere de Q telle que I' =
I'pul'y et I'pNI'y =0 ou I'p est la partie de frontiere du domaine Q sur laquelle des conditions de
Dirichlet sont appliquées et I'y celle sur laquelle des conditions de Neumann sont appliquées.

2.1 Equations du probléme stationnaire

Le probleme stationnaire s’écrit alors : trouver u € H'(Q) = {u € L*(Q)|Vu € L*(Q) } telle que

V.(AVu) =0 dans Q,
u =up sur I'p,
AVu-n =g sur 'y,

ol A est un champ paramétrique physique (tel qu’un champ de conductivité ou de perméabilité) constant
dans chaque domaine physiques et identifiés grice a une interface, up un champ imposé au sur I'p, g
un autre champ imposant le flux normal sur I'y et n la normale unitaire extérieure a I'. Chaque solution
trouvée pour un ensemble de conditions bien choisies permet de construire une base de données qui est
utilisée pour réduire le probléme transitoire.

2.2 Formulation du probléme transitoire

L’ objectif est d’utiliser notre méthode de réduction sur un écoulement transitoire modélis€ comme
dans [1]. L’évolution dans le temps de 1’écoulement y est modélisée par le transport d’une levelset.
Ainsi, la base de données utilisée pour modéliser 1’effet transitoire du probléme est une succession de
solutions de problémes stationnaires avec différentes positions d’interfaces bien choisies. En fonction du
type de probleme étudié (thermique ou fluide), un schéma de discrétisation temporel sera défini. En ce
qui concerne la résolution en espace, une formulation variationnelle est construite a partir des équations
du probleme :

Trouver u € V tel que :
{ a (1)

VvevV, a(u,v)=D>b(v),

avec V I’espace de Sobolev bien choisi et respectant les conditions au bord du probleéme, a(-,-) une
forme bilinéaire sur V x V et b une forme linéaire sur V. La formulation variationnelle tient compte
des conditions de Neumann. Pour tenir compte des conditions de Dirichlet homogenes, les solutions du
probléme (1) sont recherchées dans un sous-espace vectoriel de V noté Vo = {u € Vlju=0sur I'}. Les
conditions de Dirichlet inhomogenes sont prises en compte a 1’aide d’une fonction de relevement. Cette
fonction permet de chercher une solution dans Vp puis de retrouver la solution respectant les conditions
de Dirichlet inhomogenes.

Un probléme discret de résolution par éléments finis est alors construit sur le sous-espace de dimen-
sion finie V, C R™ de V (V;, = Wy, si des conditions de Dirichlet sont appliquées aux bords) avec une
base éléments finis {¥ j}’]’?:l. La solution du probleme transitoire s’approxime alors par uy, de la forme

up(x) = i U (x),
j=1

avec x € Q et u/) Ia solution exacte au j-ieme noeud du maillage. On note U = (u(l), u, ... ,u(’"))T le
vecteur qui est solution du probleme (1) discrétisé

Trouver u;, € Vj, tel que :
{ h h q (2)

Vv, €V, a(uh,vh) = b(Vh).

Ces éléments permettent alors de décrire la méthode de réduction de modele étudiée dans cette contri-
bution.



3 Méthode

3.1 Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)
3.1.1 Cas discret

La méthode POD est expliquée en détails dans diverses références comme [S]. En résumé, la POD
permet d’utiliser une base de données de solutions d’un systeme différentiel pour identifier une base
compléte de fonctions orthonormales telle que toute réalisation u(x,7) peut se décomposer sous la forme :

u(x,) = Y culr) (), 3)
k=1

avec ¢y appelé k-ieme mode spatial de la décomposition de u, ¢i(t) = (u(x,7), P (x)) et {-,-) un produit
scalaire a définir. Dans le cas d’une résolution numérique d’un probléme, le nombre de modes est néces-
sairement fini. Ils servent donc a approximer u de facon précise. Ces modes sont calculés a partir d’'une
base de données de solutions de problémes stationnaires avec différentes positions d’interfaces dont u
est solution. On appelle la matrice des clichés, couramment appelée matrice des snapshots, S € M,, ,(R)
la matrice de solutions particulieres de ce probleme définie telle que

Ui U Uln
uz1 175%) Uzn

S= ,
Unl Um2 Umn

ou m est le nombre de noeuds du maillage éléments finis, n le nombre de solutions particulieres décrivant
le probleéme transitoire au cours du temps et u;; la valeur de la j-ieme solution particuliere au i-cme
noeud du maillage. Il est alors possible de décomposer S en valeurs singulieres (SVD) sous la forme

S = U » Vv, 4

(mxn)  (mxm)(mxn)(nxn)

avec U une matrice orthogonale de M,,(R), X une matrice diagonale de M,, ,(R) dont les coefficients
sont des réels positifs ou nuls et V7 la matrice transposée de V, une matrice unitaire de M, (R). II est
montré dans [5] que les colonnes de la matrice U issue de cette décomposition forment la base de la
décomposition (3). C’est la méthode que nous utiliserons dans les applications pour calculer ces modes.
Ainsi on obtient une approximation de u

min(m,n)
ux,r)~ Y c(t)gr(x).
k=1

Le nombre de modes est limité au maximum a min(m,n) qui est généralement égal au nombre n de
simulations réalisées dans le cadre des applications numériques.

3.1.2 Sélection du nombre de modes

Afin de déterminer un espace de projection adapté dans lequel réduire le probleme et le résoudre,
il est important d’utiliser uniquement les modes les plus représentatifs du systeme étudié, c’est-a-dire
ceux qui représentent au mieux la matrice de snapshots. Pour cela, on utilise classiquement le criteére dit
énergétique [4]. 1l est défini a partir des valeurs singulieres de la décomposition SVD (4) tel que

‘
).
i=1

min(m,n) 2T ®)
Gi
i=1
ol o; est la i-eme plus grande valeur singuliére et T €]0, 1[ est un taux énergétique dont la valeur est sou-
vent choisie au moins supérieure a 0.99 et ¢ le nombre de modes a utiliser qu’on recherche. En effet, les
valeurs singulieres décroissent rapidement s’il existe un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel en-
gendré par les vecteurs de S qui I’approche assez précisément. Les modes retenus sont donc les vecteurs

de U associés aux ¢ plus grandes valeurs singuligres. On note ces vecteurs U € M) (R).



3.2 POD-Galerkin

La POD est fondamentalement une méthode de compression de I'information contenue dans un
champ u. Elle ne suffit pas a réduire le probleme éléments finis. C’est pourquoi on utilise une projection
de Galerkin du probléme éléments finis dans le sous-espace vectoriel engendré par U. La combinaison
de ces deux méthodes, appelée POD-Galerkin, permet la réduction du probléme.

3.2.1 Principe

Revenons au probleme éléments finis (2). A partir de la base éléments finis {¥ j}Tzl, on peut construire
un systeme linéaire avec une matrice K € M,,(R) et un vecteur F € R™ permettant de trouver u,, tel que

Vv € Vi, an(up,vi) = by(vy) <= Vv ey, VK- U=VT.F < Vv, €V, K- U=F,

m m
avec U,V € R™ les vecteurs de coefficients tels que u, = Y| UW;(x) et v, = ) V¥ (x).
j=1 j=1
Résoudre ce probleme est une opération cofiteuse. La projection de Galerkin permet de chercher une
solution approchée ufl € Viom C Rl de wy, € V,, C R™ telle que

4
k
ufl == Z ug()?’l’ld)ky
k=1

avec (u&l,),,,uﬁ,%)n, ... ,u%)m)T = Uy € Rl et {q’)k}ﬁz | une base de Vj,, choisie telle que
5 o
or(x) = Zocj ¥i(x), Vkel[l,/]
j=1
avec (ocgk) , ocgk), ol ))T identifié au k-ieme vecteur de U et {¥;}7_, la base éléments finis du probleme

(2). Ainsi U € M, «(R) constitue une matrice de passage entre R” et R’ telle que
U=T" Uom.
La recherche de ufl € R’ mene alors a résoudre quel que soit Vf; eR’

'ﬁT‘K'ﬁ'rurom: rVT GTF <~ Krom"urom:Froma

rom

ah(uf;,vf;) :bh(vfl) — T

rom

avec K, = U7 -K-UetF,,,, =UT -F.

Ainsi, la résolution numérique du nouveau probléme considéré ne nécessite que la résolution d’un
systeme linéaire avec K, € M/(R) et £ < m. Par exemple, il est possible de retenir uniquement une
dizaine de modes POD alors que le nombre de degrés de liberté est de I’ordre de plusieurs millions.

3.2.2 Traitement des conditions limites

Projeter le probleme éléments finis dans un sous-espace beaucoup plus petit facilite grandement sa
résolution et permet de gagner énormément en temps de calcul. Néanmoins cette projection ne vérifie
pas les conditions limites de la formulation faible du probleme. En effet, les solutions obtenues dans le
probléme réduit s’écrivent comme combinaisons linéaires des snapshots. Ainsi seules les conditions aux
bords homogenes sont conservées par la projection de Galerkin. Toutefois les conditions de Neumann in-
homogenes sont imposées faiblement dans le probleéme réduit. Il existe plusieurs méthodes pour imposer
les conditions aux bords fortement au probléme réduit [6]. Dans le cadre de ce travail, seules des condi-
tions de Dirichlet inhomogenes et indépendantes du temps seront utilisées. La méthode la plus adaptée
pour ce type de condition est d’utiliser une fonction de relévement g qui respecte les conditions de Di-
richlet puis de la soustraire a chaque snapshots pour rendre leurs conditions limites homogenes. Cette
nouvelle matrice de snapshots S est alors décomposée en valeurs singulieres pour extraire les modes
POD. Ainsi il reste a projeter le probleme éléments finis et a le résoudre. La solution obtenue respectera
alors une condition de Dirichlet homogene. Il restera a ajouter la fonction de relevement g pour obtenir
la solution approchée du probleme initial.



4 Application a un probléme thermique

Avant de modéliser un probléeme thermique transitoire a partir de solutions trouvées en régime perma-
nent, deux cas tests sont étudiés dans le cas ou la température ne dépend que de 1’abscisse. Cela permet
de comparer facilement I’erreur entre la solution exacte (linéaire par morceaux) et celle du modele réduit
en fonction du parametre modifié qui est la position de I’interface physique ou la conductivité.

4.1 Tests avec des conductivités variables

Le premier test que nous menons concerne le changement des constantes de conductivité dans chaque
snapshot. La construction des snapshots est illustrée par la Figure 1. La position d’interface est fixée alors
que la conductivité du milieu de droite est modifiée pour chaque snapshot.

Profils de température
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FIGURE 1 — Construction des snapshots en modifiant le rapport de conductivité k, /k; avec k; = 10.
4.1.1 Comportement des valeurs singuliéres

Une premiere étude pour évaluer la qualité des snapshots est la décroissance des valeurs singulieres
de la décomposition SVD de la matrice des snapshots S puisqu’elles traduisent I’importance des modes
POD via le critere énergétique (5). Sur la Figure 2, ces valeurs sont rangées dans I’ ordre décroissant et on
observe une décroissance tres rapide : la premiére valeur propre possede plusieurs ordres de grandeurs de
différence avec la deuxieme, suffisamment pour satisfaire le critere de sélection énergétique des modes.
Le parametre de conductivité des snapshots de la Figure 2a varie dans ’intervalle [0,20] alors que celui
de la Figure 2b dans I’intervalle [0,2000]. Cela montre que la significativité des modes ne dépend pas du
rapport de conductivité entre les deux domaines physiques définis par leur conductivité respective.
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(a) Parametres de conductivité : k; = 10, kp € [2,20]. (b) Paramétres de conductivité : k; = 10, ky € [2,2000].

FIGURE 2 — Décroissance des valeurs singulieres selon le nombre de snapshots choisis par valeur de
conductivité prises linéairement dans deux différents intervalles dans le deuxieme domaine physique.

Ce résultat est cohérent avec la solution théorique. En effet, elle est linéaire par morceaux et les
conditions aux bords sont imposées fortement dans notre méthode. Ainsi, a partir de la seule température



a I’interface, on obtient la forme de la solution, ce que traduit également la forte valeur singuliére du
premier mode.

4.1.2 Evolution des erreurs du modéle réduit

Ce cas d’étude est I’'un des plus simples sur lequel tester notre méthode de réduction car la solution
exacte, les modes, et la solution approchée sont linéaires par morceaux. Les erreurs sont calculées entre
la solution exacte et la solution approchée avec quatre normes, a savoir :

m

lanorme 1 sur R™ : ||ul|; = Z|u,~|, YVueR",
i=1

m

la norme 2 sur R™ : ||ul|, = Z lui|*, VuaeR™

i=1
1/2
la norme L2 sur L2(Q) : [l = </ |f|2> , Vfel}(Q),
Q
la norme énergétique sur R™ : ||u||energeric = u - K-u, VueR",

avec K € M, (R) la matrice de rigidité du probleme éléments finis. La norme L2 de la solution exacte
est calculée analytiquement tandis que I’intégrale de 1’erreur I’est par la méthode des trapezes. L utili-
sation de la norme 1, 2 et la norme L2 sont conventionnelles pour le calcul d’erreurs. Utiliser la norme
énergétique permet de prendre en compte la formulation éléments finis dans 1’erreur.

Sur la Figure 3, on observe les erreurs entre la solution exacte et la solution approchée selon le
nombre de snapshots utilisés. Sur la Figure 3a, tous les modes sont utilisés alors que sur la Figure 3b,
seulement les deux premiers sont utilisés. On constate que si le nombre de modes augmente alors que leur
significativité est trop faible, I’erreur augmente elle aussi. D’un autre c6té, limiter le nombre de modes
de facon artificiel empéche 1’apparition de modes parasites mais limite la convergence de 1’erreur du
probleme. Il est donc important de choisir le bon nombre de modes pour garantir une solution optimale.
L efficacité du critere énergétique de sélection des modes (5) est illustrée dans le deuxiéme cas test.
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chée en utilisant tous les modes. chée en utilisant les deux premiers modes.

FIGURE 3 — Erreurs du modele réduit en fonction du nombre de snapshots choisis et du nombre de modes
retenus avec conductivités variables.

4.2 Tests avec des positions d’interface variables et une conductivité fixe par sous-domaine

Le but est d’utiliser une description du probléme instationnaire comme une succession d’états station-
naires avec discontinuité de propriété physique. On teste par analogie le cas ol on déplace une interface
plane, qui nous permet de définir deux conductivités (qui seront une viscosité dans le cas de Darcy). La
Figure 4 illustre la génération des snapshots.



Profils de température
des snapshots

Positions d’interface

kVu(x) - n=0
100 —— position d'interface = 0.2
position d'interface = 0.4
, . —— position d'interface = 0.6
\ N\ NN N\ \ R,6801U.t10n EF &0 position d'interface = 0.8
v
¢ w
= e
= o g
A g 0
! LV u(x i
—~ / —~
S, = 20
S 3
o
0‘0 0'2 0,'4 D,VG D,'B l’U
EVu(x) - n=0
< - > Construction de la base POD

FIGURE 4 — Construction des snapshots en modifiant la position de I’interface physique avec k; = 10 et
ky, = 30.

4.2.1 Comportement des valeurs singuliéres

Si on choisit des snapshots correspondant a des positions prises uniformément dans I’intervalle |0, 1|
en augmentant progressivement leur nombre, les valeurs singulieres décroissent sous la forme d’une
fonction puissance x~!"7 par rapport a leur numéro (voir Figure 5). La Figure Sa montre que le dernier
mode n’a aucun poids dans le critere de sélection (5) quelque soit le nombre de snapshots choisis. Sur la
Figure 5b I’allure de décroissance des valeurs singulieres se stabilise. Ce qui peut amener a un premier
choix de sélection du nombre de snapshots nécessaires a la réduction du probléme transitoire.
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FIGURE 5 — Décroissance des valeurs singulieres selon le nombre de snapshots choisis pour des positions
de I’interface physique prises linéairement dans I’intervalle |0, 1].

4.2.2 Evolution des erreurs du modele réduit

Pour illustrer I’efficacité du critere énergétique (5), nous avons testé la réduction de modele avec T
prenant les valeurs 1, 1 — 1073, 1 — 1072 puis 1 — 10~!. Le nombre de modes retenus pour chaque valeur
de 7 est dans la Table (1). Comme pour le cas de changement de conductivités, 1I’erreur en fonction du
nombre de snapshots et du nombre de modes sélectionnés en fonction de 7 est illustré sur la Figure 6.
On observe que pour T = 1 — 107!, I’erreur augmente significativement par rapport aux autres valeurs
de T des que le nombre de snapshots devient supérieur a 16. Le comportement de I’erreur pour T =1 et
T=1— 1073 est trés proche mais peu de modes sont retirés pour simplifier le probleme. On trouve une
erreur relativement proche du modgle réduit utilisant tous les modes avec T = 1 — 1072 tout en retirant
plus de la moitié des modes pour un nombre de snapshots initial égal a 128. Une valeur de T au moins
supérieure & 1 — 1072 sera donc utilisée pour nos applications futures. En utilisant une valeur de T égale



a1—1072, le probleme initial est passé de 1001 degrés de liberté selon I’axe des abscisses 2 seulement
56 pour 128 snapshots utilisés. Cela illustre I’efficacité de la méthode de réduction POD-Galerkin.
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FIGURE 6 — Erreurs de modele en fonction du nombre de snapshots choisis et du nombre de modes
retenus par le critere énergétique avec différentes valeurs de 7.

TABLE 1 — Nombre de modes pour la réduction de modele par rapport au nombre initial de snapshots
(T = 1) pour le critere énergétique utilisé avec différentes valeurs de 7.

16 | 32 | 64 | 128
14 130 |59 | 113
1312339 | 56
6 | 7| 8 9

nombre de snapshots (T = 1)
nombre de modes avec T=1— 1073
nombre de modes avec T =1 — 102
nombre de modes avec T=1— 10"

| | DN
NN WA~
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5 Conclusion

L’utilisation de la méthode de réduction POD-Galerkin est prometteuse dans le cadre de nos cas
tests. Le critere énergétique (5) sera celui que nous utiliserons par la suite pour choisir nos modes dans
le probleme de mécanique des fluides présenté dans [1]. Par la suite, le choix des positions des interfaces
des snapshots sera étudié selon des aprioris physiques du probleme transitoire. Il sera également question
de tester différentes formes d’interface (planes jusqu’ici) pour la construction de la base de données.
Une fois le couplage fonctionnel en appliquant la méthode de réduction, il faudra vérifier la stabilité de
la méthode ainsi que les erreurs commises en réduisant le modele. Enfin, 1’objectif est de passer aux
problemes 2D et 3D pour évaluer sur des cas plus réalistes 1’efficacité de la méthode de réduction.
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