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Résumé — Nous discutons et comparons deux méthodes d’optimisation structurale pertinentes pour les
structures lattices : l’optimisation topologique et le layout optimization. Nous présentons une application
originale de ces deux méthodes dans le cadre de la minimisation de la masse structures lattices cellules
masse en tenant compte d’un critère de rupture en contrainte. Nous proposons ensuite une comparaison
qualitative de ces deux méthodes et discutions de leur pertinence respective pour l’optimisation des
structures lattices.
Mots clés — Structures lattices, Optimisation topologique, Layout optimisation.

1 Introduction

Ce travail traite des structures lattices cellulaires, c’est-à-dire de structures treillis constituées de la
répétition d’un motif élémentaire. La nature répétitive des structures lattices cellulaires apporte diverses
caractéristiques intéressantes, parmi lesquelles des temps courts d’assemblage et de réparation, des ou-
tillages et des coûts de fabrication réduits. Un des principaux leviers d’optimisation pour ce type de
structure réside dans la conception de la cellule, sa topologie et le choix de ses matériaux. Les struc-
tures lattices cellulaires se sont révélées être des candidats intéressants pour des structures de voilures
innovantes [1, 2].

Dans cet article, nous discutons et comparons deux méthodes d’optimisation structurales pertinentes
pour les structures lattices : l’optimisation topologique [3, 4] et le layout optimization [5]. L’optimisation
topologique considère le domaine de conception comme un continuum, dans lequel chaque élement se
voit assigné un matériau ou du vide, tandis que le layout optimization est appliquée à une structure treillis
(ground structure), un environnement discret. Cette deuxième méthode vise à optimiser les sections et
la connectivité des barres de la ground structure. Pour comparer les deux algorithmes, une optimisation
sous contraintes de résistance est mise en place, dans laquelle l’objectif est de minimiser le volume de la
structure. S’il s’agit du problème type pour le layout optimization, ce type de formulation s’accompagne
de nombreuses difficultés en optimisation topologique et n’a pas, à notre connaissance été appliquée
dans une logique d’optimisation cellulaire, sujet que nous abordons en section 2. Les performances, la
forme et la fabricabilité des solutions optimisés par optimisation topologique et layout optimization sont
ensuite comparées en section 3.

2 Optimisation topologique cellulaire sous contraintes de résistance

2.1 Optimisation topologique sous contraintes de résistance

Soit Ω un domaine rectangulaire de dimensions X et Y , contenant respectivement Nx et Ny éléments
linéaires à 4 nœuds. Suivant la théorie classique de l’optimisation topologique, une variable de densité
ρ est liée à chaque élément de la structure. La variable de densité peut varier entre 0 et 1 et représente
respectivement le vide ou le plein. Il s’agit ici de minmiser la masse de la strutcure avec des contraintes
de résistance locale. Trois difficultés principales peuvent survenir dans ce contexte :

1. Les contraintes mécaniques ne sont définies que pour les éléments où ρi > 0, donc l’ensemble des
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contraintes change au cours de l’optimisation. Cette classe de problèmes dite de Mathematical
Programs with Vanishing Constraints (MPVC) [6] est connue pour être difficile à résoudre.

2. Les MPVC peuvent présenter des de singular minima [7], des optimums locaux le plus souvent
inaccessibles aux optimiseur à gradient standard. Ce problème est souvent résolu en utilisant une
technique appelée relaxation du domaine de conception.

3. La contrainte mécaniques est une mesure locale, et donc un grand ensemble de contraintes
d’optimisation est généré lorsqu’un maillage EF raisonnablement fin est utilisé (un élément,
une contrainte). Ce problème est souvent résolu en utilisant des techniques d’agrégation des
contraintes.

La contrainte de résistance locale normalisée est formulée comme :

ḡi = ρ̃igi = ρ̃i

(
σV M,i

σl
−1
)
≤ 0, ∀i ∈ Ω. (1)

où σV M,i représente la contrainte de von Mises pour l’élément i, et σl est la contrainte de von Mises
maximale admissible. Dans cette formulation, la contrainte mécanique est évaluée en utilisant la formu-
lation dite des contraintes microscopiques qui permet de mieux modéliser la contrainte mécanique dans
les cellules à densité inferieure à 1 [8].

L’implémentation de cet article est basée sur l’utilisation d’une fonction Kreisselmeier-Steinhauser
(KS) [9] modifiée pour appliquer la relaxation et l’agrégation en même temps [10]. La borne inférieure
de la fonction KS est utilisée pour approximer la contrainte de contrainte relaxée locale maximale :

Gl
KS =

1
P

ln
(

1
Ne

∑ePḡi

)
avec Ne = nombre d’éléments e ∈ Ω. (2)

Cette méthode présente l’avantage de n’utiliser qu’un unique hyperparamètre P pour contrôler l’agréga-
tion et la relaxation des contraintes, simplifiant la phase de recherche des bons paramètres pour l’optimi-
sation. Le problème d’optimisation traité s’écrit ainsi :

(P1) : min
ρ

V =
1

V0
∑
i∈Ω

ρ̃ivi

s.t. Gl
KS =

1
P

ln

(
1

Ne
∑
i∈Ω

ePḡi

)
≤ 0

KU = F

0 ≤ ρi ≤ 1,

(3)

où vi représente le volume du i-ième élément et la fonction objectif V est la fraction de volume occupée
dans le volume V0 = ∑vi. ρ = [ρ1,ρ2, . . . ,ρNe]

T représente la variable de conception de l’optimisation,
tandis que ρ̃ = [ρ̃1, ρ̃2, . . . , ρ̃Ne]

T représente la densité physique, obtenue après filtrage et projection de ρ
(deux opérations nécessaires pour éviter les problèmes numériques de solutions en damier et minimiser la
présence de valeurs de densité intermédiaires en fin d’optimisation, voir [11] pour plus de détails sur les
méthodes implémentées). KU = F est l’equation d’état du problème et définit la réponse élastique de
la structure à une charge externe F = [ f1, f2, . . . , fNe]

T . La matrice de rigidité globale K est assemblée
à partir de la matrice de rigidité des éléments K = ∑i∈ΩKe,i et Ke,i = EiKe,0 où Ke,0 représente la
matrice de rigidité relative au type d’élément choisi et Ei(ρ̃i) le module de Young de l’élément. Dans cet
article, nous utilisons l’approche Solid Isotropic Material Interpolation with Penalization (SIMP) [12]
pour calculer Ei(ρ̃i) avec le paramètre p = 3.

2.2 Approche cellulaire - Variable linking

La littérature sur l’optimisation des structures cellulaires est principalement divisée en approches
dites full-scale ou multi-scale [13], où la separation d’echelle entre le motif et la structure represente
le facteur discriminant. Cet article se concentre sur les structures cellulaires pour lesquelles il n’y a
pas de séparation d’échelle claire entre le motif répétitif et la structure complète pour lesquelles une
approche full-scale semble plus pertinente. Bien que des approches full-scale aient déjà été appliquées
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aux problèmes de minimisation de la souplesse (compliance) [13] et de conception de mécanismes [14],
il n’existe, à la connaissance des auteurs, aucune étude publiée sur l’optimisation topologique full-scale
sous contrainte de résistance.

L’approche cellulaire est implémentée en utilisant un schéma de variable linking sur une grille struc-
turée. Les variables de conception deviennent κ= [κ1,κ2, . . . ,κne ]

T , où ne = nx ×ny est le nombre d’élé-
ments définis dans la cellule de conception Ωc. κ est défini sur tous les éléments finis de Ωc et liés à la
densité ρ sur toute la structure Ω (voir Figure 1).
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FIGURE 1 – Domaine de conception et conditions aux limites pour une poutre en L encastrée en son
sommet. Les variables de conception κ à l’intérieur du domaine Ωc sont liées à la structure Ω dont le
maillage est constituée par la répétition de la cellule de conception.

Une matrice de passage G est utilisée pour relier les variables κ aux densités ρ selon la relation
ρ=Gκ. G est une matrice sparse Ne×ne dans laquelle la variable de conception κ j est liée à la variable
d’optimisation ρi, alors G(i, j) = 1. Le problème P1 est alors reformulé comme suit :

(P∗
1) : min

κ
V =

1
V0

∑
k∈Ωc

κkvk

s.t. Gl
KS =

1
P

ln

(
1
N ∑

i∈Ω

ePḡi

)
≤ 0

KU = F

0 ≤ κk ≤ 1

ρ=Gκ.

(4)

2.3 Application au cas de la poutre en L

Une poutre en L encastrée en son sommet est utilisée pour valider l’algorithme. Le maillage est
constitué de 400×400 éléments linéaires à 4 nœuds (voir Figure 1). La charge est répartie sur 10 éléments
pour éviter les concentrations de contraintes. Le problème P∗

1 est résolu pour quatre nombres différents
de cellules de conception (1×1, 2×2, 4×4 et 8×8 cellules). Il est important de noter que le maillage
de la structure est le même pour tous les cas, tandis que l’espace de conception Ωc diminue lorsque le
nombre de cellules augmente.

L’algorithme d’optimisation choisi est le Method of Moving Asymptotes (MMA) [15]. Le paramètre
appelé movelimit [10] est défini sur 0.1. Les autres paramètres de l’algorithme sont mis à leur valeur par
défaut. Le nombre d’itérations max est fixé à 3000, le critère d’arrêt est calculé comme ∥rk∥2/

√
Ne avec

le residual calculé comme rk = ρ̃k − ρ̃k−1 et fixé à 10−4. Le paramètre d’agrégation P est défini à 32 et
la taille du filtre est fixée à 7 elements. Les propriétés matériau utilisées ici sont E = 1, ν = 0.3 et la
contrainte equivalente maximale admissible est fixée à σL = 0.25. L’optimisation ne prend en compte
que le comportement linéaire de la structure.
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FIGURE 2 – Résultats de l’optimisation topologique. Les deux colonnes de gauche présentent les résultats
de la densité de minimisation du volume. Les sous-figures centrales présentent la contrainte de von
Mises équivalente pour les éléments de densité ρ̃ > 0,5. La dernière colonne présente les résultats de la
minimisation de la souplesse. La contrainte volumique correspond au résultats de gauche.
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Minimisation de volume Minimisation de souplesse
Volume Cellules Souplesse Contrainte max souplesse Contrainte max

8.37 (1.00) 1x1 438.23 (1.03) 0.294 (1.00) 427.66 (1.00) 0.911 (3.09)
14.44 (1.72) 2x2 456.12 (1.11) 0.332 (1.00) 409.41 (1.00) 0.924 (2.78)
27.85 (3.32) 4x4 363.97 (1.16) 0.353 (1.00) 312.24 (1.00) 0.746 (2.11)
34.96 (4.17) 8x8 321.30 (1.05) 0.375 (1.00) 305.76 (1.00) 0.763 (2.03)

TABLE 1 – Comparaison des résultats obtenus en minimisation de volume et en minimisation de sou-
plesse. Entre parenthèses, les résultats sont normalisés, pour les contraintes, par rapport à la contrainte
maximale de la formulation volumique et, pour la souplesse, par rapport au résultat de la minimisation
de souplesse à fraction volumique maximale imposée identique.

Le tableau 1 et la figure 2 synthétisent les résultats obtenus en minimisation de volume, sous contrainte
de résistance, et en minimisation de souplesse pour une fraction volumique maximale imposée égale au
résultat de la minimisation de volume.

La formulation de minimisation de volume tend à créer des structures de type full-stress (voir les
figures 2a et b). Lorsque l’approche des variable linking est utilisée, les cellules deviennent moins solli-
citées, avec la présence de redondances structurelles et de multiples chemins de contraintes.

La contrainte maximale de von Mises est toujours supérieure à la valeur réelle admissible de 0.25,
car la fonction de contrainte Gl

KS est toujours inférieure au ḡ réel. C’est un problème connu de cette
formulation [10]. Nous observons que la fraction volumique optimisée augmente avec le nombre de
cellules, pour une contrainte maximale admissible fixe. Au fur et à mesure que la structure est divisée en
cellules supplémentaires, l’espace de conception se rétrécit, contraignant encore plus notre problème.

La topologie de la solution non-cellulaire en Fig. 2a réduite la concentration de contraintes au niveau
du raccord du L en proposant une forme courbe, sans angle marqué. Cela apparaît d’une façon moins
prononcé dans le cas cellulaire, ce qui s’accompagne d’une baisse de performance globale des solution
cellulaires avec l’augmentation du nombre de cellules.

3 Comparaison entre l’optimisation topologique et le layout optimization

3.1 Cellular layout optimisation

Le layout optimization est une techniquye d’optimisation dédiée aux treillis de barres. Au lieu de tra-
vailler avec un domaine continu comme dans le cas de l’optimisation topologique, le layout optimization
optimise les sections et la connectivité des barres d’une ground structure discrète [5]. La ground structure
est définie comme l’ensemble complet des barres qui relient une grille de points M. Pour chaque barre,
nous définissons une section a et une longueur l. Comme tous les joints de la ground structure sont traités
comme des pivots, tous les élements barres ne subissent qu’une charge de traction ou de compression.

Par rapport à l’optimisation topologique basée sur SIMP décrite dans la section 2, le layout optimi-
zation semble attrayante pour les raisons suivantes :

1. En regardant les travaux pionniers de la NASA [1] sur des structures ultralégères, nous obser-
vons que la fraction volumique des cellules est très faible (environ 0.438%). On sait qu’une frac-
tion volumique aussi faible sur un maillage EF régulier augmente considérablement le nombre
d’éléments nécessaires pour discrétiser correctement la structure dans un cadre d’optimisation
topologique.

2. Même si l’optimisation topologique offre davantage de liberté dans la forme des structures, il est
connu qu’à ces fractions volumiques et, surtout si les contraintes de flambement et les considéra-
tions de fabrication sont prises en compte, la topologie optimale est un treillis [16].

3. La conception des structures en treillis repose naturellement sur des contraintes de résistance
(contrainte maximale admissible), de flambement et d’élancement maximal, qui sont toutes connues
pour être difficiles à mettre en œuvre pour l’optimisation topologique, mais son beaucoup plus
aisées à implémenter en layout optimization.

4. L’optimisation topologique nécessite des ressources de calcul massives pour fonctionner sur des
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structures de grande taille [17], tandis que le layout optimization s’est avérée efficace et rapide
pour des grandes applications aérospatiales [2]. En plus, le layout optimization est facile à for-
muler pour un problème 3D.

(a) Ground structure 1×1
22144 barres

(b) 1×1 cellules
V = 1.0
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(d) Ground structure 1×1
9648 barres
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(f) 2×2 cellules stress
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(l) 8×4 cellules stress

FIGURE 3 – Résultats de layout optimization. À gauche, la representation des ground structures initiales.
Au centre, la couleur de la barre représente l’état de charge, le rouge indique les barres sollicitées en la
compression et le bleu en traction. L’épaisseur des segments est proportionnel à la section optimale des
barres. Les sous-figures de droite présentent la contrainte dans les barres.

De façon analogue à la section 2.2, nous appliquons ici une méthode variable linking : les variables
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de conception sont q et κ = [κ1,κ2, . . . ,κne ]
T définis dans une cellule de conception Ωc. Dans la suite,

nous formulons le problème de layout optimization de la façon suivante :

(P2) : min
κ,q

V = lTκ

s.t. Bq = f

−σ
−a≤ q ≤ σ

+a

κ≥ 0,

a=Gκ.

(5)

où V représente le volume structurel évalué comme le produit des longueurs des éléments l= [l1, l2, . . . , lN ]T

et les sections des éléments a = [a1,a2, . . . ,aN ]
T . B est une matrice de 2M ×N contenant les cosinus

directeurs du j-ième barre par rapport au i-ième degré de liberté pour calculer l’équilibre des forces no-
dales. M est le nombre de nœuds et N le nombre de barres d’une ground structure. q = [q1,q2, . . . ,qN ]

T

est un vecteur contenant les efforts internes des barres causés par la charge externe f = [ f1, f2, . . . , fM]T .
σ− et σ+ sont les contraintes maximales admissibles en compression et en traction du matériau, res-
pectivement. La résolution du problème 5 produit des structures complexes composées d’une multitude
de petits barres qui tendent vers les formes des structures de Michell [18]. Bien que l’on sache que ces
structures sont presque optimales, on voudrait limiter la complexité de la structure. En remplaçant l par
l̃= [l1 + s, l2 + s, . . . , lN + s]T , on pénalise l’apparition de petits barres. Le layout optimization suit la for-
mulation de conception plastique. Cela signifie que la déformation dans la région élastique est considérée
comme négligeable, et une contrainte constante σ est supposée pour toute déformations non nulles.

Tel qu’il est formulé, le problème 5 représente un problème de linear programming (LP) qui peut
être résolu efficacement par des algorithmes modernes. Dans ce travail, nous avons utilisé la bibliothèque
Python CVXPY [19] et le solveur ECOS. L’implémentation Python du problème 5 est basée sur le code
fourni par He et al. [20]. Le code a été étendu par les auteurs pour effectuer le variable linking.

3.2 Application au cas de la poutre en L et discussion

On reprend ici le cas d’application traité en section 2.3. L’analyse est réalisée sur une ground struc-
ture constituée de 17×17 points, avec un total de barres candidats qui depend du nombre de cellules
à cause de la differente connectivité (voir figure 3). La contrainte maximale admissible est fixée à
σL = 0,25 pour la traction et la compression.

Une comparaison directe des deux formulations n’est pas triviale. Nous avons remarqué que la mo-
dification du module de Young E influence la solution trouvée par l’optimisation topologique. Le layout
optimization, au contraire, n’est pas du tout influencé par ce paramètre. En plus de ça, la nature discrete
du treillis ne se rapproche pas de la discretisation du maillage EF de l’optimisation topologique. Il est
donc difficile de comparer les deux formulations d’un point de vue quantitatif.

Cependant, nous pouvouns comparer d’un point de vue qualitatif les résultats. La figure 3 nous
montre que le layout optimization présente les mêmes tendances de l’optimisation topologique concer-
nant les propriétés mécaniques par rapport au nombre de cellules. Toutefois, le layout optimization ne
crée pas de raccord courbe entre les branches de la poutre en L et conserve l’angle droit, pourtant critique
du point de vue de la tenue. Cela est dû au fait que les joints sont considerées comme des pivots et ne
peuvent pas être le lieu de concentrations de contraintes. Una autre remarque importante est que le temps
de calcul du layout optimization pour un nombre comparable de variables de conception a toujours été
inférieur de trois ordres de grandeur (seconds vs heures sur un ordinateur portable) par rapport à l’opti-
misation topologique. L’absence d’analyse EF et la formulation linéaire du problème réduisent le coût et
le nombre d’itérations.

4 Conclusions

Nous présentons ici une formulation innovante d’optimisation topologique cellulaire pour minimiser
la masse d’une structure 2D en tenant compte des contraintes mécaniques. L’implémentation cellulaire
est basée sur la méthode du variable linking. Cette méthode et les résultats obtenus sont discutés compa-
rativement à la méthode du layout optimization. Les tendances générales observées sont similaires avec
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les deux méthodes. En particulier, subdiviser la structure en cellules identiques tend à diminuer les per-
formances mécaniques globales lorsque le nombre de cellules augmente, ce qui suggère d’élaborer des
stratégies permettant de différencier les cellules et d’explorer le compromis entre performances et facilité
de fabrication. Dans l’optique de concevoir des structures cellulaires ultra-légères, le layour optimisation
semble mieux adapté de par sa capacité à gérer de très faibles fraction volumiques, et un très faible coût
de calcul, en particulier. Toutefois la formulation plastique ne permet pas de décrire le comportement
élastique de la structure, limitation à laquelle nous tacherons de remédier dans nos prochains travaux.
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