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Résumé — Nous proposons une méthode de correction des effets de bords en homogénéisation asymp-
totique valable pour différents types de conditions aux limites (Dirichlet, Neumann et mixte), justifiant
I’aspect général de la méthode. Des correcteurs de couche limite sont rajoutés dans les développements
asymptotiques au voisinage des bords et ce jusqu’a I’ordre 3. L’ajout de ces termes permet de satisfaire
de facon exacte les conditions aux limites sur les bords. Des exemples numériques sur structures en
composite sont présentés pour démontrer 1’efficacité de la méthode et ses limites.
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1 Introduction

L’industrie aéronautique est régie par des normes environnementales qui poussent a réduire la
consommation des moteurs. Ces fortes exigences soumettent les constructeurs aéronautiques a une quéte
de performance énergétique de leurs produits. Pour répondre a ces exigences, le Groupe Safran a opté,
entre autres, pour I'utilisation de nouveaux matériaux, plus légers et résistants. A titre d’exemple, les
aubes de soufflante et le carter du moteur LEAP sont réalisés en composites tissés 3D, permettant ainsi
de réduire la masse du moteur par comparaison aux aubes métalliques. Il n’est cependant pas aisé de
réaliser des simulations numériques de telles structures hétérogenes en tenant compte des phénomenes
mécaniques mis en jeu jusqu’aux échelles fines, vu le nombre de degrés de liberté résultant. Néanmoins,
la prise en compte de ces phénomenes aux petites échelles est essentielle, au moins localement, pour
I’amélioration de la fidélité des simulations numériques. Pour éviter le recours a des simulations aux
échelles fines dépassant largement les moyens de calculs a sa disposition, I’'ingénieur se retrouve donc
face a la problématique de faire dialoguer des modeles formulés a des échelles différentes au sein d’une
méme simulation.

Pour répondre a cette problématique, on se place dans le cadre de I’homogénéisation des milieux pério-
diques fondée sur les développements asymptotiques [1]. Cette approche est multi-échelle car elle permet
non seulement de formuler un probleme a I’échelle macroscopique mais aussi d’estimer les champs lo-
caux hétérogenes grice au processus de relocalisation. Cette estimation est appropriée lorsque la taille
des hétérogénéités est petite devant les dimensions de la structure et que les gradients de déformations
macroscopiques sont faibles. Sinon, il est nécessaire de considérer les effets des gradients macrosco-
piques en conservant les termes d’ordre supérieur du développement asymptotique [2].

Par ailleurs, cette approche reste valable quand I’hypothese de périodicité est respectée. Or, la périodicité
locale de la solution n’est notamment pas vérifiée au voisinage des bords. L’enjeu de ce travail est donc
de proposer une méthode pour corriger I’estimation des champs locaux aux bords. L’idée est d’introduire
dans le développement asymptotique des termes de couche limite [3, 4] sur les frontieres du domaine
étudié. L’ajout de ces termes va permettre de satisfaire de facon exacte les différents types de conditions
aux limites.

Apres un bref rappel de la théorie d’homogénéisation asymptotique, nous détaillerons le principe de la
méthode puis nous présenterons un exemple d’application pour illustrer les bénéfices apportés. Finale-
ment, nous présenterons les conclusions et perspectives de ces travaux.



2 Homogénéisation asymptotique et estimation des champs locaux

On consideére une structure hétérogéne qui occupe un domaine Q" (Figure 1) et constituée d’une
cellule élémentaire Y caractérisée par un comportement hétérogéne C" (x). Le facteur d’échelle 1 est
défini par :

x
y=_, 6]
n

avec x et y représentant respectivement les coordonnées macroscopique et microscopique. Le probleme
homogene (Figure 1) défini sur Q est caractérisé par un comportement effectif C° obtenu par 1’étape
d’homogénéisation.
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FIGURE 1 — Tllustration du probleme hétérogene (P, ) défini sur Q", construit par répétition d’une cel-
lule élémentaire Y caractérisée par un comportement hétérogéne C" (x). Le probleme homogene (Biopm)
défini sur Q est caractérisé par un comportement effectif C° obtenu par I’étape d’homogénéisation. Les
champs locaux sont estimés par le processus de relocalisation.

2.1 Probléme hétérogene (P r)

Le probleme hétérogene, considéré comme notre référence, est défini comme suit :

Trouver (u",oM) tel que :

div(e"(z))+ f () =0 Ve € QN (2a)
o (z)=C"(x): " (x) Ve € QN (2b)
u' (x) = uf Ve el (2¢)
o"(z) - n=F! Va €T (2d)

Les champs hétérogenes (ul, €N, oM) sont représentés par des expansions asymptotiques en puis-
sances de n :

u" (z) = u’ (z,y)+nu' (z,y)+0 (M), 3)
e'(z) =€’ (x,y) +ne' (@,y) +0(n?), )
o"(z) = o’ (z,y)+no' (z,y)+0(n?). (5)
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Les champs u”, €" et o" sont Y —périodiques appelés correcteurs de déplacement, déformation ou
contrainte d’ordre 7. On pourra démontrer que u’ (x,y) = u’ (x) signifiant que u® est le déplacement
macroscopique ne dépendant que de la variable globale x.

2.2 Probléme périodique du 1 ordre (2! )

ordre

Ce probleme est défini 4 I’échelle de la cellule élémentaire Y, et de solution ! et o¥ s’écrit comme :

Trouver (u',a?) tel que :

divy (¢ (z,y)) =0 VyeY (6a)
o’ (z,y) =C(y): (E°(z) +e,(u)) Vyey (6b)
u' (z,y) is Y — périodique (6¢)
o (z,y)-n is Y — antipériodique (6d)

avec E° (x) = e, (u° (z)) la déformation macroscopique imposée. La fluctuation périodique u! (correc-
teur d’ordre 1 du déplacement) s’écrit :

u'(z,y)=D(y): E°(x), ©)

avec D (y) le tenseur de relocalisation des déplacements Y —périodiques 2 moyenne nulle.
Le champ de déformation au premier ordre s’écrit :

e (x,y) =&y(u' (w,y)) + E° (x) = A(y) : E° (), (8)

avec A (y) le tenseur de relocalisation des déformations. On peut définir donc la contrainte au premier
ordre comme :

o’ (z,y) =C(y) : " (z,y) = B(y) : E*(x), ©)
ou B est le tenseur de relocalisation des contraintes. Le tenseur homogénéisé est défini comme :
C' = (B(y))y- (10)

2.3 Probléme homogéne (B,,,)

Le probléeme homogene est défini par :

Trouver (U, X) tel que :

divy (X (x))+ f(x)=0 Ve e Q (11a)
Y (x)=C": E(x) Vx € Q (11b)
U (x) =u’ Vx eT, (11c)
> (x)-n=F! Ve e T, (11d)

avec U = u. La déformation et la contrainte macroscopiques vérifient :

E=(),, ©=(a"),. (12)

2.4 Estimation des champs locaux

L’estimation proposée des champs hétérogenes est construite a partir de la solution du probleme
homogene (Py,n) et des tenseurs de relocalisation (D, A, B) obtenus de la résolution du probleme (2], ).
Pour cela, on considere la situation suivante :

nN=1= xz=y (13)



c’est a dire que I’hypotheése de séparation des échelles n’est pas vérifiée. Les champs mécaniques ne
dépendent donc que de la variable globale x. Les champs estimés s’écrivent alors :

u” () =U (x)+D(z): E(x) VzxeQ (14a)
e (x) =A(x): E(x) Vo € Q (14b)
o (z)=B(zx): E(x) Vo € Q (14c)

3 Principe de la méthode

L’estimation des champs obtenue par le processus de relocalisation n’est pas précise aux bords. Ceci
est expliqué par la perte de la périodicité locale de la solution au voisinage de ceux-ci. Il faut donc mettre
en place une approche adaptée, qui rentre dans le cadre de la démarche asymptotique et reste valable
pour différents types de conditions aux limites.

3.1 Condition aux limites de Neumann

Le probléme homogénéisé peut s’écrire comme suit :

div(c® (z)), + f(£) =0 VxeQ (15a)
(o°" (x)), =C": E () Vo e Q (15b)
(u' (x)), = u? Va € Ty, (15¢)
(0" (x)), n=F Ve e Ty (15d)

avec ("), = X et (¢*'), = E. Il est clair que la condition aux limites sur I'y n’est vérifiée qu’en
moyenne de o, donc :
o .n #£ F9, (16)

justifiant ainsi le fait que la contrainte estimée est généralement incorrecte aux voisinages des bords. Pour
corriger ces champs estimés, des termes de couche limite sont rajoutés aux développements asympto-
tiques, permettant de vérifier de fagon exacte la condition aux limites. Pour calculer les termes correctifs,
six problémes auxiliaires sur la cellule élémentaire sont considérés. A chaque probléme, un chargement
caractéristique F; est appliqué, avec kI = {11,22,33,23 31,12}, a la surface ol la condition aux li-
mites de type Neumann est appliquée. La surface opposée est fixée, tandis que les surfaces restantes sont
soumises a des conditions de périodicité. Le chargement caractéristique est défini comme suit :

1
Fy = —Bjju -nj+ m/YBijkl n;dY (17)

ou n; est la normale sortante a I'y, j € {1,2,3} est 'indice fixé de cette normale, et B, sont les
composantes du tenseur de relocalisation des contraintes B. Les champs de déplacement, déformation
et contrainte résultants sont des composantes des tenseurs de relocalisation de couche limite D”, A?,
et B”. Ainsi, les champs correctifs sont calculés comme suit

o’ =B" . E, (18)
e = A" E, (19)
u'=D": E. (20)
Le champ de contrainte corrigé o“°" s’écrit :
oo = gt —|—0'bl, (21)

satisfaisant ainsi la condition aux limites de Neumann.



3.2 Condition aux limites de Dirichlet

Pour corriger les champs estimés au voisinage d’un bord soumis a une condition aux limites de
Dirichlet, six problémes auxiliaires sont considérés en appliquant des déplacements correctifs gy; avec
kl = {11,22,33,23,31,12} :

Qiki = —Dixr. (22)

Par la suite, une étape de relocalisation définie dans les équations (18),(19), et (20) est nécessaire pour
déduire les termes correctifs a rajouter aux développements asymptotiques.

3.3 Condition aux limites de type '"Mixtes'

La correction des conditions aux limites mixtes est conduite en appliquant a la fois un chargement Fiy,
et un déplacement g;; avec kIl = {11,22,33,23,31,12} et i la composante considérée. A titre d’illus-
tration, nous considérons I’exemple du composite en traction suivant (Figure 2) :
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FIGURE 2 — Illustration de la correction des conditions aux limites de Neumann et mixte.

4 Exemple numérique

Nous considérons un probleme d’élasticité en déformation plane constitué par un composite laminé
composé de deux couches élastiques isotropes (Figure 3) de coefficients (E,, = 1000 MPa,v,, = 0.3)
et (Ef, vy =0.3), la valeur de E sera variée dans I’exemple. Les champs de contraintes sont tracés le
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FIGURE 3 — Illustration d’un composite laminé en traction.

long de la ligne AB pour un contraste E¢/E,, de 10 dans la Figure 4 et un contraste de 50 dans la Figure 5.



On constate que 6°°" est superposé avec 6"/ dans le domaine intérieur du composite ef sur les frontieres.

Nous remarquons également que de fortes contraintes sont développées au voisinage de la frontiere I,
notamment pour des rapports de contraste plus élevés. Pour un rapport de 50, la contrainte estimée est 3
fois plus petite que la contrainte réelle pour 6y et 7 fois plus petite pour Gy, ce qui peut entrainer une
sous-estimation des critéres de rupture si la conception est menée sans aucune correction de la couche
limite.
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FIGURE 4 — Résultats des champs de contraintes homogénéisés (hom), de référence (ref), estimés (est)
et corrigés (cor) tracés le long de la ligne AB avec g 10 pour le composite laminé en traction.
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FIGURE 5 — Résultats des champs de contraintes homogénéisés (hom), de référence (ref), estimés (est)
., . . Ej _ . -, .
et corrigés (cor) tracés le long de la ligne AB avec £~ = 50 pour le composite laminé en traction.

5 Conclusion

Nous avons proposé une correction générale des effets de bords basée sur I’homogénéisation asymp-
totique afin d’estimer correctement les champs locaux au voisinage des bords. L’idée principale de la
méthode est de calculer des termes correctifs a partir de la résolution de différents problemes auxiliaires
sur la cellule unitaire. La nature du probléme a résoudre dépend des conditions aux limites locales. Ces
termes correctifs sont ajoutés aux champs estimés obtenus par le processus de relocalisation, améliorant
considérablement la solution au voisinage des fronti¢res. Les résultats de la relocalisation et la correction
aux bords jusqu’au troisiéme ordre seront montrés lors de la présentation.
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