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Résumé — Les turbocompresseurs à paliers à gaz présentent une efficacité énergétique prometteuse 

pour de nombreuses applications en chauffage domestique ou industriel. Le couplage non-linéaire des 

différents composants rend néanmoins leur surveillance opérationnelle difficile. L’objectif de ce travail 

est de développer un jumeau numérique pour la détection d’anomalies en utilisant des méthodes de 

réduction de modèle enrichies par les données. L’application visée est l’identification en temps-réel de 

précurseurs d’instabilités de rotation pouvant conduire à la rupture. 

Mots clefs — jumeau numérique, modèle réduit, enrichissement par les données, détection d’anomalies 

1. Introduction 

La présence d’huile dans les circuits des pompes à chaleur classiques complique l’amélioration de leur 

efficacité énergétique (joints d’étanchéité, viscosité de l’huile, etc.). Pour répondre à cette difficulté, les 

turbocompresseurs à paliers à gaz ont été identifiés comme étant une technologie prometteuse, 

notamment dans les domaines du chauffage domestique et industriel [1]. Le principal lubrifiant utilisé 

dans les paliers à gaz est l’air qui est cent à mille fois moins visqueux que les fluides lubrifiants usuels.  

L’avantage est que la puissance dissipée par frottements est ainsi considérablement diminuée. En 

revanche, la couche d’air doit être très mince (< 30𝜇m) et la vitesse de rotation très élevée (100-

200krpm) pour supporter le rotor par effort aérodynamique [2]. Ainsi cette technologie convient 

particulièrement pour des turbocompresseurs de petite taille avec un diamètre de rotor de 10-30mm.  

Cependant, les couplages entre les différents composants d’un turbocompresseur (voir Figure 1) agissent 

à différentes échelles de temps et plusieurs anomalies de fonctionnement résultant de ces couplages 

peuvent survenir. En particulier, le couplage fluide-structure entre le rotor et les couches fluides dans 

les paliers peut générer des orbites instables du rotor [3]. Une rupture catastrophique se produit au 

moindre contact du rotor avec l’un des paliers du fait de la vitesse de rotation très élevée. L’objectif du 

projet présenté dans cette contribution est de développer le jumeau numérique d’un turbocompresseur à 

paliers à gaz de petite taille pour détecter de telles anomalies en temps réel. Des lois de contrôle 

correctives pourraient alors être appliquées à temps pour les éviter.  

Ce document est organisé comme suit. Dans la section 2 nous décrivons la modélisation physique du 

couplage fluide-structure entre le rotor et la couche fluide dans les paliers à gaz. Dans la section 3 nous 

présentons les techniques de réduction de modèle utilisées pour diminuer les temps d’évaluation du 

modèle physique discrétisé en espace. Dans la section 4 nous présentons des techniques 

d’enrichissement par les données que nous allons explorer dans la suite de ce projet pour améliorer la 

capacité prédictive du modèle en conditions opérationnelles. Enfin, dans la section 5 nous présentons 

brièvement un exemple d’utilisation de ce modèle hybride qui sera étudié dans ce projet. 
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Figure 1: Composants principaux d'un turbocompresseur de petite taille à paliers à gaz (diamètre du rotor : 10-

20mm, vitesse de rotation : 100-200krpm) 

2. Modélisation physique du système dynamique 

Les instabilités de rotation résultent d’un couplage fluide-structure entre deux dynamiques, celle du rotor 

et celle de la couche fluide dans les paliers à gaz. Des vibrations indésirables du système couplé peuvent 

en effet s’activer dans certaines conditions, augmentant dangereusement l’amplitude des orbites du rotor 

[3]. Etant donnée la vitesse de rotation très élevée de ce dernier (100-200krpm), une rupture 

catastrophique survient au moindre contact entre le rotor et un des paliers.  

2.1. Dynamique du rotor 

Le turbocompresseur est dimensionné de sorte que la première fréquence propre du rotor ne soit pas 

excitée par les conditions nominales de fonctionnement [4]. Le rotor est alors en très bonne 

approximation modélisé par un arbre rigide en rotation (Figure 2) supporté par la force aérodynamique 

correspondant à la résultante de pression appliquée par la couche de fluide dans les paliers : 

[
𝐹𝑥
𝐹𝑦
] = −2∬(𝑃 − 1) [

cos 𝜃
sin 𝜃

] 𝑑𝜃𝑑𝑧 (1) 

La rotation axiale étant imposée par un moteur et la translation axiale étant bloquée par des butées, 

quatre degrés de liberté suffisent à décrire ce solide rigide, par exemple en choisissant les excentricités 

𝒆1 = [𝑒𝑥1, 𝑒𝑦1] et 𝒆2 = [𝑒𝑥2, 𝑒𝑦2] définies par les intersections de l’axe du rotor avec les plans médians 

de chaque palier. En discrétisant la double intégrale dans (1) avec une règle de quadrature, et en notant 

𝒚1 = [𝒆1, 𝒆2, �̇�1, �̇�2], on obtient une représentation en variables d’état de la dynamique du rotor de la 

forme suivante : 

𝑑𝒚1
𝑑𝑡

= 𝑨1𝒚1 +𝑩1𝒖1 + 𝑪1(𝒚1)𝒚2 (2) 

où les matrices 𝑨1 et 𝑩1 sont indépendantes du temps, 𝑪1 est non-linéaire en 𝒚1, et où 𝒚2 représente 

des variables d’état de la couche fluide. 
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Figure 2: Configuration géométrique du système rotor-paliers [3] 

 

2.2. Dynamique de la couche fluide 

La Figure 3 illustre la configuration géométrique d’un rotor en mouvement dans un palier à gaz. La 

vitesse de rotation du rotor est supposée constante dans tout ce qui suit. La dynamique de la couche 

fluide située entre chaque palier et le rotor est gouvernée par l’équation de Reynolds, obtenue à partir 

des équations de Navier-Stokes en faisant les trois hypothèses suivantes : (i) la couche fluide est mince, 

(ii) l’écoulement est laminaire, et (iii) le fluide est newtonien. En coordonnées cylindriques, cette 

équation est donnée par : 

𝜕𝜃[ℎ
3𝑃𝜕𝜃𝑃] + 𝜕𝑧[ℎ

3𝑃𝜕𝑧𝑃] = Λ𝜕𝜃[𝑃ℎ] + 𝜎𝜕𝑡[𝑃ℎ] (3) 

où 𝑃(𝜃, 𝑧, 𝑡) et ℎ(𝜃, 𝑧, 𝑡) sont respectivement les distributions adimensionnées de pression du fluide et 

de jeu entre le rotor et le palier. Cette équation aux dérivées partielles non-linéaire est usuellement 

discrétisée en espace avec un schéma de différences finies sur une grille rectangulaire [5]. Pour cela, on 

réalise le changement de variable 𝜓 = 𝑃ℎ faisant disparaître la dépendance cubique en ℎ, puis on 

désigne par une lettre en gras les vecteurs formés des variables 𝜓 et ℎ (et de leurs dérivées partielles) 

évaluées aux points de discrétisation (𝜃𝑖, 𝑧𝑗). En notant .∗ le produit composante par composante entre 

deux vecteurs, il vient : 

𝒉.∗ [𝜕𝜃𝝍.∗ 𝜕𝜃𝝍+ 𝜕𝑧𝝍.∗ 𝜕𝑧𝝍] + 𝒉.∗ 𝝍.∗ [𝜕𝜃
2𝝍+ 𝜕𝑧

2𝝍] 

−𝝍.∗ [𝜕𝜃𝒉.∗ 𝜕𝜃𝝍+ 𝜕𝑧𝒉.∗ 𝜕𝑧𝝍] − 𝝍.∗ 𝝍.∗ [𝜕𝜃
2𝒉+ 𝜕𝑧

2𝒉] 

= Λ𝜕𝜃[𝝍] + 𝜎𝜕𝑡[𝝍] (4) 

Lorsque des solutions transitoires sont recherchées, la distribution de jeu entre le rotor et les paliers 

dépend du mouvement du rotor par une relation de la forme suivante : 

ℎ(𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝐶[1 − 𝒍(𝜃, 𝑧, 𝑡) ⋅ 𝒚1(𝑡)] (5) 

où 𝒚1 représente les variables d’état du rotor (voir section 2.1) et où ⋅ désigne le produit scalaire usuel. 

En discrétisant les opérateurs de dérivation partielle dans (4) avec un schéma de différences finies, en 

tenant compte des conditions aux frontières, et en notant 𝒚2 = 𝝍, on obtient en utilisant (5) une 

représentation en variables d’état du modèle dynamique de la couche fluide de la forme suivante : 

𝑑𝒚2
𝑑𝑡

= 𝑨2𝒚2 + 𝒇2(𝒚2) + 𝑪2(𝒚2)𝒚1 (6) 
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où la matrice 𝑨2 est indépendante du temps et où 𝒇2 et 𝑪2 sont non-linéaires en 𝒚2. La dynamique de la 

couche fluide est ainsi couplée avec celle du rotor via le dernier terme dans le membre droit. 

 

Figure 3: Configuration géométrique du rotor dans un palier [6] 
 

2.3. Système couplé 

La dynamique du système rotor-paliers est gouvernée par les équations (2) et (6) en prescrivant des 

conditions initiales. En posant 𝒚 = [𝒚1, 𝒚2] on obtient une représentation en variables d’état du système 

couplé de la forme générale : 

{

𝑑𝒚

𝑑𝑡
= 𝒈(𝒚)

𝒚(0) = 𝒚0

(7) 

Cette équation différentielle ordinaire en temps est usuellement intégrée avec un solveur implicite 

itératif utilisant un pas de temps adaptatif [7]. La Figure 4 reproduit des trajectoires du centre d’un rotor 

obtenues dans [5] en résolvant un système couplé similaire. 

 

Figure 4: Exemples de trajectoires du centre d’un rotor avec une discrétisation spatiale par différence finies 

(courbes en noir) pour deux vitesses de rotation du rotor [5] 
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3. Réduction du modèle physique 

La résolution numérique du modèle physique (7), c’est-à-dire l’évaluation de l’état 𝒚 du système couplé 

sur un intervalle de temps et un jeu de paramètres donnés, nécessite un temps de calcul trop élevé avec 

les ressources de calcul que nous souhaitons utiliser pour l’application visée. L’expérience montre en 

effet que des instabilités de rotation apparaissent typiquement quelques secondes avant la rupture. Il est 

donc nécessaire de considérablement réduire les temps d’évaluation pour identifier à temps d’éventuels 

précurseurs d’instabilité. Pour cela, nous proposons en première étape du projet d’utiliser des techniques 

de réduction de modèle par projection dans une base réduite. 

3.1. Proper Orthogonal Decomposition 

La Proper Orthogonal Decomposition (POD) est une technique de construction d’une base réduite 

permettant d’approximer la solution d’un système dynamique [8]. Le principe consiste à collecter des 

snapshots de la solution à différents instants 𝑡1, … , 𝑡𝑛𝑠 où 𝑛𝑠 désigne le nombre de snapshots 𝒚(𝑡𝑘). La 

matrice 𝒀 des snapshots est alors décomposée avec une Singular Value Decomposition (SVD) : 

𝒀 = 𝑽𝚺𝑾𝑻 (8) 

où 𝑽 et 𝑾 sont des matrices carrées unitaires et 𝚺 est une matrice rectangulaire diagonale. Les 

coefficients diagonaux de 𝚺, nommées valeurs singulières, sont positifs et rangés par ordre décroissant. 

En particulier, les colonnes de 𝑽 sont les vecteurs propres de la matrice d’autocorrélation des snapshots  

𝒀𝒀𝑻. On réalise ensuite une troncature de cette décomposition en annulant les valeurs singulières à partir 

d’un certain rang 𝑟, choisi tel que la somme des carrés des valeurs singulières restantes représente au 

moins 99% de la somme totale. La matrice 𝑽𝑟 de taille 𝑁 × 𝑟 obtenue en ne retenant que les 𝑟 premières 

colonnes de 𝑽 est alors choisie comme base réduite. Cette troncature s’interprète comme une sélection 

des modes du système les plus énergétiques permettant de reconstruire les snapshots avec une très bonne 

précision. En fait, la base réduite 𝑽𝑟 obtenue par ce procédé est celle qui minimise l’erreur de 

reconstruction des snapshots parmi toutes les bases réduites de taille 𝑟. En pratique, on observe pour de 

nombreux systèmes dynamiques que ce rang 𝑟 est généralement petit (e.g. 10-50) en comparaison de la 

taille initiale 𝑁 du système (e.g. 103 − 105).  

On souhaite à présent rechercher une approximation de 𝒚 dans le sous-espace vectoriel engendré par 

l’image de 𝑽𝑟, c’est-à-dire :  

𝒚 ≈ 𝑽𝑟�̃� (9) 

avec 𝒚  de taille 𝑟. On utilise pour cela une projection de Galerkin en projetant le système (7) dans 

l’espace engendré par la base POD : 

𝑑�̃�

𝑑𝑡
= 𝑽𝑟

𝑇𝑨𝑽𝑟�̃� + 𝑽𝑟
𝑇𝒈𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) (10) 

où l’on a pris soin de décomposer au préalable 𝒈(𝒚) en une partie linéaire 𝑨𝒚 et une partie non-linéaire 

𝒈𝑁𝐿(𝒚). Le produit 𝑽𝑟
𝑇𝑨𝑽𝑟 de taille réduite 𝑟 × 𝑟 peut être calculé avant l’intégration en temps, si bien 

que la dimension initiale 𝑁 du système n’intervient plus, ce qui réduit considérablement le temps de 

calcul. En revanche, la dimension 𝑁 intervient toujours dans le calcul du terme non-linéaire projeté dans 

la base réduite (produits matrice-vecteur). Une autre technique de réduction doit être utilisée en 

complément de la POD. 
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3.2. Discrete Empirical Interpolation Method 

L’objectif de la Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) est d’approximer une fonction 

vectorielle non-linéaire 𝒇(𝑡) = 𝒈(𝒚(𝑡)) de taille 𝑁 à l’aide d’une base réduite [9]. Pour cela, on utilise 

des snapshots de 𝒚(𝑡) afin de former la matrice 𝑭 dont les colonnes sont les images par 𝒈 des snapshots 

𝒚(𝑡𝑘). Une POD est ensuite appliquée à cette matrice afin d’extraire une base réduite 𝑼 de taille 𝑁 ×𝑚. 

L’objectif de la DEIM est alors de trouver une approximation de 𝒇(𝑡) dans le sous-espace engendré par 

cette base réduite. Pour cela, l’algorithme DEIM utilise la matrice 𝑭 en entrée et identifie 𝑚 indices 

distincts deux-à-deux 𝜎(1), … , 𝜎(𝑚) tels que : 

𝒇(𝑡) ≈ 𝑼(𝑷𝑇𝑼)−1𝑷𝑇𝒇(𝑡) (11) 

où 𝑷 est une matrice de taille 𝑁 ×𝑚 dont la i-ème colonne est le vecteur 𝒆𝜎(𝑖) dont toutes les 

composantes sont nulles sauf la composante 𝜎(𝑖) qui est égale à 1. Le produit matrice-vecteur 𝑷𝑇𝒇(𝑡) 
consiste ainsi en pratique à n’évaluer que les 𝑚 composantes 𝜎(1), … , 𝜎(𝑚) de 𝒇(𝑡) et ne fait donc pas 

intervenir la dimension 𝑁. Ainsi, en appliquant une DEIM à 𝒈𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) dans (10) on obtient : 

𝑽𝑟
𝑇𝒈𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) ≈ 𝑽𝑟

𝑇𝑼(𝑷𝑇𝑼)−1�̃�𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) (12) 

où �̃�𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) = 𝑷𝑇𝒈𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�) est une évaluation de 𝑚 composantes de 𝒈𝑁𝐿. De plus, la matrice 

𝑽𝑟
𝑇𝑼(𝑷𝑇𝑼)−1 de taille 𝑟 × 𝑚 est indépendante du temps et peut donc être calculée avant l’intégration 

en temps du système réduit. Enfin, l’approximation (11) satisfait la contrainte d’être exacte à tout instant 

pour les indices identifiés, d’où l’appellation d’interpolation discrète. 

  3.3. Système couplé réduit 

Le système réduit POD-DEIM s’écrit finalement sous la forme suivante : 

{

𝑑�̃�

𝑑𝑡
= 𝑽𝑟

𝑇𝑨𝑽𝑟�̃� + 𝑽𝑟
𝑇𝑼(𝑷𝑇𝑼)−1�̃�𝑁𝐿(𝑽𝑟�̃�)

𝒚(0) = 𝒚0                                                          

(13) 

Des comparaisons de performance (précision, temps de calcul, domaine de validité) seront présentées 

entre le modèle complet et le modèle réduit. En particulier, une étude sera menée sur l’influence de la 

sélection des snapshots sur les deux bases réduites 𝑽𝑟 et 𝑼 à manipuler. 

4. Enrichissement par les données 

Le modèle réduit développé a pour objectif de diminuer les temps d’évaluation du système sans pour 

autant dégrader la précision par rapport au modèle complet initial. Néanmoins, ce modèle est par 

construction insuffisant pour l’application visée. En effet, les hypothèses physiques retenues peuvent 

devenir fausses en condition opérationnelles et les paramètres du système peuvent varier en fonction du 

temps, compromettant la précision de l’approximation réalisée avec les deux bases réduites utilisées. 

Suivant l’avancement des travaux, plusieurs stratégies fondées sur l’assimilation de données simulées 

et/ou mesurées seront présentées pour enrichir ce modèle. On considérera notamment : l’interpolation 

de bases réduites locales et la réduction de modèle paramétrique [8], l’utilisation de filtres UKF ou PF 

[10] pour l’identification en temps réel des paramètres du système, ou encore le développement à partir 

de données d’un modèle de déviation prédictions-mesures en utilisant la DMD [11] ou des modèles 

autorégressifs [12].  
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5. Détection des instabilités de rotation 

Un simple critère fondé sur le franchissement d’un seuil en amplitude permettrait en principe de détecter 

une anomalie de rotation. Cependant, une fois franchi ce seuil en amplitude, la progression de 

l’instabilité pourrait s’avérer trop rapide pour envisager d’appliquer une loi de contrôle sur le système 

pour la corriger. De plus, il serait difficile d’établir un tel seuil, car le système étudié pourrait présenter 

des cycles limites stables dont l’excentricité statique associée serait en dessous de ce seuil, mais dont la 

trajectoire permettant de l’atteindre franchirait une ou plusieurs fois ce seuil (voir Figure 4-a pour une 

intuition de ce phénomène). Suivant l’avancement des travaux, nous présenterons donc des techniques 

de classification fondées sur des algorithmes de machine learning pour détecter des précurseurs 

d’instabilité plus complexes qu’un seuil en amplitude [13].  

6. Conclusion 

Nous avons développé dans ce travail un modèle réduit de turbocompresseur à paliers à gaz que nous 

avons proposé d’enrichir avec des techniques d’assimilation de données simulées et mesurées. Ce 

modèle hybride tient compte du couplage non-linéaire entre la dynamique de la couche fluide dans les 

paliers et de celle du rotor.  Il s’agit d’une première étape vers le développement d’un jumeau numérique 

pouvant identifier ses propres paramètres à partir des mesures sur le système réel qu’il représente, et de 

détecter des précurseurs d’instabilité de rotation du rotor. La suite de ce travail consistera à développer 

une hiérarchie de jumeaux numériques représentant différentes combinaisons de composants du 

turbocompresseur, et agissant à différentes échelles de temps, afin de décomposer l’influence des 

différents phénomènes modifiant les paramètres du système. 
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