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Résumé — Une version parallele asynchrone du couplage global-local non-intrusif est mise en place.
Le cas de nombreux patchs, y compris couvrant I'intégralité de la structure est étudié. L’asynchronisme
permet de limiter la dépendance aux communications, aux pannes et au déséquilibre de charge. Nous
détaillons la méthode et illustrons ses performances sur un cas académique.

Mots clés — calcul paralléle asynchrone, couplage non-intrusif, décomposition de domaine.

1 Introduction

De nombreuses modélisations industrielles sont définies par une hiérarchie de modeles. A chaque
niveau, le modele le plus grossier permet d’estimer les grands flux d’efforts dans le domaine, il est
enrichi par un ensemble de patchs fins qui viennent préciser localement la géométrie, le maillage, les
propriétés matériau. Pour coupler les modeles, la stratégie couramment utilisée est le zoom structural
(submodeling) qui consiste a imposer des conditions de Dirichlet issues du calcul grossier sur les modeles
fins. En négligeant les effets des patchs sur le modele global, la méthode est susceptible de conduire a de
grandes erreurs sur les quantités mécaniques d’intérét.

Le couplage global/local [1] consiste a faire remonter I’influence des patchs par un effort appliqué au
modele global. Cet effort est obtenu a 1’aide d’itérations qui permettent une mise en ceuvre non-intrusive
de la méthode autour de codes commerciaux (par exemple code_aster ou abaqus). Cette méthode peut
s’interpréter de nombreuses manieres, notamment comme une méthode de décomposition de domaine de
Schwarz [2, 8]. Ce genre de méthode est bien adapté au calcul parallele, et des travaux récents [3, 4, 5,
6, 7] ont montré qu’elles supportaient les itérations asynchrones qui permettent une meilleure tolérance
aux latences réseaux, au déséquilibre de charge et aux architectures fortement hétérogenes.

Ce papier présente la version asynchrone du couplage global/local. Aprés une présentation rapide
des fondamentaux de la méthode dans la section 2, I’asynchronisme est introduit dans la section 3. La
section 4 présente un étude numérique de validation sur un cas-test académique d’élasticité linéaire 3D.

2 Couplage Global-Local

On considere une structure définie a plusieurs échelles : un modele Grossier représentant la globalité
du domaine est localement corrigé par N patchs Fins. Les patchs peuvent couvrir I’entiereté du domaine
[10] ou non [9]. On note Q) avec s > 0 les zones d’intérét dont il existe une représentation Grossiere
et une représentation Fine. Si elle existe, on note Q(9-C la zone Grossiere non couverte par des patchs,
parfois appelée zone complémentaire. L’ensemble (Q(s)7G) s>0 constitue le modele Grossier, alors que
(QOG (QE)F) o) constitue la référence, comme illustré sur les figures 1 et 2.

L’ objectif du couplage est de trouver la solution du probleme de référence en alternant les calculs sur
le modele grossier et sur les modeles fins.



FIGURE 1 — Probleme Global FIGURE 2 — Référence

2.1 Probleme global et probleme de référence

On se place dans des hypotheses de thermique ou mécanique linéaire (€lasticité en petite perturba-
tion). On utilise une discrétisation élément fini. On note K les matrices de rigidité (ou leur équivalent
thermique) qui sont symétriques semi-définies positives, f,,; les vecteurs de chargements imposés, et u
le vecteur inconnu (température ou déplacement).

Le probléme Global, indicé par G, est une simplification du probléme, permettant un calcul rapide
mais représentatif des flux a grande échelle. Il s’écrit :

—K%% 414, =0. (1)

ext

Suite a la décomposition en sous-domaines (complémentaire et patchs), on peut séparer les degrés de
liberté de I’interface (indexé par b) et les degrés de liberté internes (indexé par i). On peut réécrire
1’équilibre grossier sur chaque sous-domaine en introduisant les réactions nodales A8} et Iopérateur de

trace T® tel que T®u®)-¢ = ugf)’G :

_K(S)vGu(s)’G + f£27G + T(S)TA(S)yG — 0 (2)

Ce systeme s’écrit sous forme détaillée :

kPO KGO (40) () 5
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D’apres les hypotheses, nous pouvons éliminer les degrés de liberté internes, condenser le probléme sur
I’interface et introduire un opérateur de Dirichlet-Neumann S (complément de Schur primal) :

(S),G — (S)1G _ (S),G (S)7G —1 (S),G
A6 — S(S)7Gul(7S)7G _pbWG  avec S =K, Kpi (Ki™™) Ki (4)
G G Gr—1g(s),G
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Afin de connecter les sous-domaines, nous introduisons les opérateurs d’assemblage (A*)), qui sont
des matrices booléennes creuses qui projettent les bords des sous-domaines sur I'interface globale. Les
conditions d’interface peuvent étre écrites comme suit :

— continuité du déplacement : Ju§ tel que Vs € [0..NV], ués)’G = A(‘*)Tuf,

— équilibre des réactions nodales : YV AOXG)C = 0.
Avec ces notations, le probléme global s’écrit :

Trouver le déplacement global uf tel que

N N
(Z A(S)s(S)vGA(S)T>ug =Y ALpOC 5)
s=0 s=0

~~ v~

6 b€

11 suffit de supposer qu’au moins un des sous-domaines posseéde suffisamment de conditions de Dirichlet
imposées pour que ce probleme soit symétrique défini positif et donc bien posé.



Le probléme de référence consiste a remplacer les zones d’intérét grossieres par leur représentation
fine. De méme que pour le grossier, on utilise la condensation pour faire apparaitre les opérateurs d’inter-
face. Pour plus de souplesse, on autorise des maillages grossiers et fins non aux interfaces, et on introduit
I’opérateur d’interpolation entre le global et le local, noté J (s). On adopte la cinématique grossicre a
I’interface, de sorte que ué‘y)’F =J (“)ul(f)’G. De méme I’équilibre des réactions est évalué sur I’interface
globale.

Ces hypotheses conduisent a formuler le probleme de référence sous la forme suivante :

Trouver le déplacement de référence uﬁ tel que

N
(A< )SO.GAO) Z AG)JOT g6 F §() AW) uf = AOBO) 1 Y AL FO B ©6)
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2.2 Le couplage

Le couplage global-local est une technique non-intrusive qui permet de retrouver la solution du pro-
bleme de référence en résolvant des problemes grossiers modifiés par 1’introduction d’un effort supplé-
mentaire (opération supportée par tous les codes, méme commerciaux) et en résolvant des problemes fins
indépendants par patchs.

On peut interpréter I’algorithme comme la résolution de (6) en utilisant un préconditionnement a
droite, autrement dit un changement de variable. On introduit une charge externe p§ appliquée a I’inter-
face I" dans le probléme global et on exprime le déplacement de référence comme la solution du probleme
global modifié :

Définir le déplacement de référence uﬁf tel que

(7
Suff = p§ +b°

On a p$ e =YA® G et donc p¢ ', peut étre interprété comme un manque d’équilibre impos€ aux réac-
tions nodales surl interface dans le domaine global. Ce déséquilibre dans le modele global doit compen-
ser son inacuité par rapport au modele fin :

Trouver ’intereffort pf tel que

SFSO ' p§ = bk — SRS 'O, ®
Si on utilise S® = (S® —8%) 4-8Y, on peut reécrire le probléme sous la forme suivante, oli on introduit
le résidu r :

Trouver p§ tel que r := — (pf — (8¢~ SR)SGflpg — (bF — SRSGfle)> =0 )

Cette équation invite a utiliser un algorithme itératif stationnaire, le plus simple étant la méthode de
Richardson pg 1= pg, ;j 1), mais de nombreuses techniques d’accélération sont possibles et ont été
testées avec succes comme Aitken, Quasi-Newton, gradient conjugué (voir [8] pour une rapide revue).
Il est a noter que le résidu possede une interprétation mécanique simple. Partant d’un intereffort
P4, j, on calcule le déplacement global uy ; et I’éventuelle réaction de la zone complémentaire A&O)'G ; on

(.s),F

applique J (S)uA7 j sur les modeles fins et on récupere la réaction A7 associée; le résidu correspond a :

N
rj=— <A<°> AG Ly A(S)J(S)TA(.‘")’F> . (10)

Autrement dit, le résidu correspond au déséquilibre des efforts de réaction entre les sous-domaines du
probleme de référence.

L’algorithme 1 présente la version synchrone du couplage global-local. Le vocabulaire du parallé-
lisme avec échange de messages est employé.



Initialisation de p§ = 0 et (q"*) = 0) pour le model global (rank 0)
if Rang O then
Réception de tous les q¥) des autres rangs
Calcul du résidu : ry = — Y~ JAG)qW)
if ||ral| est suffisamment petit (initialisation exclue) then
| break

end

Maj ps = pa + Ory4

Résolution globale : u§ =S¢ ' (b + p%)

Envoi de (A(S)Tug) sur les rangs locaux

S’il y a un complémentaire, calcul de q@ =206,

end
if Rang s > 0 (patchs) then
Réception de ués)’F =] (S)A(“')Tuf\; du Rang 0

Résolution locale fine A6)F = §6).F u,(;)’F —pB)F
Envoi de q¥) := JOTXGLF gy Rang 0

end
Algorithm 1: Algorithme du couplage synchrone avec relaxation

3 Version Asynchrone

En asynchrone, on doit présumer que les données disponibles peuvent étre en retard par rapport a
I’itération courante. Dans la méthode globale-locale, le calcul global joue un rdle centralisateur, et on
introduit les fonctions ¢(*) (j) < j pour symboliser le retard dans I’information issue du sous-domaine
s disponible a I'itération j. On reprend en asynchrone le schéma itératif de Richardson en employant
I’équation (??) pour calculer le résidu avec les informations disponibles :

N
rj = —AOXC Y A@ O A an

Pour illustrer les approches synchrone et asynchrone, nous utilisons le probléme de la figure 2 avec 2
patchs. Le graphique 3 montre une séquence d’itérations dans le cas synchrone du couplage global-local
ou nous pouvons voir I’effet de la synchronisation et le temps d’attente nécessaire a chaque processeur
avant de passer d’une itération a une autre en attendant de recevoir ou d’envoyer des informations :

[¢] [G¢]l¢]
[ ] [ ] N
2 2 ]

Dans le graphique 4 et 1’algorithme 2, nous observons la séquence d’itérations dans le cas du cou-
plage asynchrone ot chaque processeur avance avec les données disponibles pour continuer, et rend son
information aux autres des qu’il a fini de la calculer. L’algorithme 2 utilise le vocabulaire du parallélisme
par acces mémoire a distance (RMA).

La détection de convergence peut se révéler complexe en asynchrone [16, 17]. Un grand avantage
du couplage global/local est 1’assemblage du résidu sur le modele grossier, il est donc trés simple de
calculer un critere d’arrét. Concernant la preuve théorique de la convergence de la méthode, 1’utilisation
du cadre des paracontractions [13] permet de démontrer que si un coefficient de relaxation ® permet de
faire converger la méthode synchrone, alors ce méme coefficient est suffisant pour faire converger en
asynchrone.



Initialisation p§ = 0 et (q*) = 0) sur le modele global (rank 0)
if Rang 0 détecte la réception d’une nouvelle valeur q*) d’un rang s then
Calcul du residu : ry = — YN AL q®)

if ||ra | est suffisament petit (initialisation exclue) then
| break

end
Maj pa = pa + 0ry
Résolution globale : ug — 867! (bC + pf)

Global puts (A(“')Tuf) sur les rangs locaux

S’il y a un complémentaire, calcul de q(©) := XA(0-C.
end
if sous-domaine s > 0 est disponible et détecte I’arrivée d’une nouvelle valeur
u/F = JWAG) 4G then
Résolution locale fine A)F = §().F ugf)’F —bBF
Patch s puts q©¥) := JO'XOF qurle Rang 0
end
Algorithm 2: Algorithme du couplage asynchrone

Du point de vue de I'implémentation, plusieurs techniques existent dans la littérature. Une pre-
miere repose sur des communications MPI point-a-point non bloquantes comme dans [11]. Une seconde,
comme [12], se base sur les communications unilatérales ou MPI- RDMA, qui consistent a autoriser
un processeur a directement lire ou écrire le contenu de la mémoire des autres processeurs. Nous avons
retenu cette deuxiéme stratégie dans notre mise en ceuvre.

4 Validation sur un cas académique

Pour réaliser notre étude numérique, nous avons construit un cas test permettant d’évaluer 1’extensi-
bilité faible de la méthode. Il s’agit d’une « poutre 3D » hétérogene en élasticité linéaire, constituée de la
répétition selon les 3 axes d’un sous-domaine cubique. La version fine du sous-domaine comporte une
inclusion sphérique de module d’ Young 10 fois plus faible que celui de la matrice, alors que la version
grossiere est homogene constitué uniquement de matrice (le coefficient de Poisson est constant, égal a
0,3), avec un maillage moins fin voir les figures 6, 7 et 8. Pour ce cas test, les patchs fins recouvrent
I'intégralité du domaine, il n’y a donc pas de zone complémentaire Q(?). Le chargement volumique est
identique dans tous les modeles f = (1,1,1)7. Un coté de la poutre est encastré, les autres faces sont
libres.

La géométrie est générée a I’aide du logiciel gmsh [15] et la bibliotheque getfem [14] est utilisée
depuis notre code python pour mettre en place 1’approximation élément fini. Les calculs ont été conduits
sur le supercalculateur Ruche commun a I’ENS Paris-Saclay et CentraleSupelec.

Pour cette étude, nous avons retenu une géométrie a 2 x 2 x 4 patchs, voir la figure 5. Le modele
global complet (16 cubes) comporte environ 8000 degrés de liberté, chaque modele fin (1 cube avec
inclusion) comporte 3750 degrés de liberté.

FIGURE 5 — 16 sous-domaines avec Q0 = 0
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FIGURE 6 — Global Q($):G FIGURE 7 — Fin QG):F dans le fin QG)F

: Inclusion

Notre étude consiste a faire varier les ressources allouées au calcul. Le tableau 1 présente les perfor-
mances en termes d’itérations et la figure 9 en termes de temps de calcul. Nous comparons les versions
synchrone et asynchrone pour un méme coefficient de relaxation déterminé de maniere empirique pour
optimiser les performances en asynchrone. Nous présentons également les performances de la méthode
Aitken, qui est une variante synchrone ou le coefficient de relaxation optimal est estimé a chaque itération
par une heuristique faisant intervenir des calculs de produits scalaires.

La méthode Aitken conduit aux meilleures performances pour tous nos indicateurs. Néanmoins, on
observe que la méthode asynchrone n’est pas tres éloignée en termes de temps de calcul.

Synchronous vs Asynchronous
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FIGURE 9 — Comparaison des temps de calcul suivant les méthodes et ressources allouée

CPU Relaxation | Synchrone | Asynchrone | Aitken
o #it #itglo[#itfin] || #it (sync)

3{1+1]8,8]} 100 201 197[33-35] || 16

5{1+4,---.,4]} 200 100 108 [34-41] || 16

9{1+12,---,2]} 300 67 61 [41 - 55] 16

17 {1+1,---,1]} || 510 39 41 [54 - 75] 16

TABLE 1 — Nombre d’itérations pour les différentes variantes, le coefficient de relaxation est optimisé
pour les performances asynchrones. En asynchrone on distingue les itérations sur le modele global et les
patchs fins.

Dans la figure ci-dessus, nous pouvons voir le temps de calcul effectué par le modele asynchrone et
celui effectué en synchrone. Nous commengons avec 8 sous-domaines par CPU + un CPU pour calculer
le probleme global, et en augmentant le nombre de CPUs a chaque fois, nous terminons avec un sous-
domaine par CPU. Le résultat montre que globalement le temps de calcul du modele asynchrone relaxé



avec un coefficient constant se rapproche des temps de calcul du modele synchrone avec L’ Aitken qui
est un algorithme d’optimisation de coefficient de relaxation d’une iteration a I’autre et qui converge en
tres peu d’itération, pour le meme coefficient de relaxation constant pour les deux modeles on peut voir
que le modele asynchrone est bien plus rapide. Dans le tableau, nous résumons le nombre d’itérations
effectuées dans chaque cas en synchrone on fait le méme nombre d’itérations partout contrairement a
I’asynchrone ol chacun fait son propre nombre d’itérations qui diffeérent entre le global et les locaux.

5 Conclusion

Nous avons présenté une version asynchrone de la méthode de calcul global/local non-intrusive, et
nous avons proposé une mise en ceuvre par des techniques de parallélisation MPI RMA. Le cadre glo-
bal/local est avantageux pour I’asynchronisme car on peut facilement prouver et contréler la convergence.

Les performances présentées sont intéressantes : en terme de temps de calcul, la méthode asynchrone
se rapproche de la redoutable variante Aitken du calcul synchrone.

Durant la présentation, d’autres exemples académiques avec plus de sous-domaines et un exemple
industriel seront présentés. D’autres architectures, moins défavorable qu’un cluster homogene, seront
également testées.
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