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Résumé — Les approches dites de domaines fictifs permettent la résolution de problèmes physiques
sur des grilles indépendantes de la géométrie, limitant ainsi les problématiques de remaillage. Cepen-
dant, une intégration précise de la formulation faible est toujours nécessaire pour les éléments partielle-
ment dans le domaine physique. Parmi les approches proposées dans la littérature, nous considérons la
construction de règles ad-hoc dites de "moment fitting". Celles-ci ne donnant généralement pas des poids
positifs, nous proposons ici une approche permettant de s’assurer de la positivité des règles obtenues.
Mots clés — domaines fictifs, règles de quadrature, moment fitting, non-negative least square.

1 Introduction

Les applications de pointes de l’ingénierie, comme celles rencontrées dans les secteurs aéronautique
et spatial se fondent sur un lien fort entre CAO et simulation. La méthode des éléments finis est classique-
ment mise en œuvre car robuste et éprouvée. Cependant, la méthode ne peut être totalement intégrée à la
CAO, principalement à cause des conversions géométriques nécessaires à la construction du maillage :
la représentation géométrique est dégradée lors de cette procédure et la topologie du modèle est perdue.
C’est pourquoi de nombreuses alternatives ont été proposées dans la littérature : méthodes sans maillage
[8, 1], approches isogeometriques [4] et domaines fictifs entres autres [21]. Ces méthodes permettent
de meilleurs échanges entre CAO et simulation. Dans la suite, nous considérerons plus spécifiquement
les approches de domaines fictifs de haut ordre comme l’approche Finite Cell [19, 7, 20] ou la méthode
X-FEM en haut ordre [17, 23, 14]. Ces approches permettent de découpler géométrie et approximation
en étendant le domaine d’approximation au-delà des frontières physiques du domaine, permettant ainsi
de quasiment éliminer les étapes de maillage et de simplification géométriques (cf figure 1)). De plus,
l’utilisation de bases de haut ordre permet d’améliorer les propriétés de convergence de la méthode ainsi
que sa précision. Précisons tout de même que toutes les difficultés mentionnées ci-dessus ne sont pas
dues à la procédure de maillage : la description dite B-REP classiquement utilisée en CAO ne décrit que
la surface du domaine d’intérêt et contient souvent des trous, recouvrements ainsi que des surfaces mal
orientées [26].

FIGURE 1 – Problème mécanique simulé par une approche de domaines fictifs.

La flexibilité géométrique de la méthode est contrebalancée par le coût de l’intégration des opérateurs
éléments finis. En effet, les éléments d’approximation localisés partiellement dans l’espace physique
doivent être intégrés seulement sur cette partie (voir le détail sur la figure 1). De nombreuses approches
ont été proposées pour l’intégration sur ces éléments (voir figure 2 pour un aperçu général). La plus
commune (et robuste) consiste à utiliser un maillage d’intégration raffiné emboité dans les éléments
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d’approximation. Celui-ci est généré par une structure de type octree/quadtree. La principale limite de
cette approche concerne le nombre élevé de points d’intégration qu’elle génère. Récemment, il a été
proposé de recourir à la construction de règles d’intégration ad-hoc élément par élément en se basant sur
les approches dites de "moment fitting" : les points d’intégration sont positionnés arbitrairement et leur
poids est calculé de sorte que la règle d’intégration soit exacte pour un ordre donné.

Les difficultés associées à cette approche sont : (i) le fait que les poids ainsi obtenus puissent être
négatifs (ce qui détériore la stabilité de la règle d’intégration) ; (ii) la localisation de ces points est généra-
lement choisie en dehors du domaine physique (pour des raisons numériques), ce qui les rend inopérantes
pour des problèmes non-linéaires à variables internes.

L’objectif de cette étude est de proposer une approche permettant de construire des règles de quadra-
ture robustes (i.e. à poids positifs) dont les points sont localisés strictement dans le domaine physique des
éléments d’approximation. Nous comparons également les performances de ces règles avec les approches
usuellement proposées dans la littérature des domaines fictifs.

Geometrie Sub-grid / Finite-Cell Moment-fitting NonNeg Mom.Fit.

FIGURE 2 – Intégration sur un domaine physique Ω contenu dans un élément. De gauche à droite : Géo-
metrie ; Approches Sub-grid/Finite-Cell : l’élément est découpé récursivement et des règles d’intégration
sont définies sur les feuilles de la subdivision ; Approches Moment-fitting : les points de quadrature sont
définis arbitrairement et les équations de "moment-fitting" sont résolues pour calculer les poids ; Ap-
proche moment-fitting non négative : les points d’intégration sont automatiquement sélectionnés parmi
un ensemble de points proposé et les poids sont déterminés.

2 Règles d’intégration "moment fitting"

Construire une règle d’intégration consiste à approcher I, l’intégrale d’une fonction f (x) sur un
domaine Ω (voir figure 2) :

I =
∫

Ω

f (x)dΩ≈
nq

∑
j=1

f (x j)w j (1)

où nq est le nombre de points d’intégration positionnés en x j et w j leurs poids. Nous chercherons ici à
comparer différentes méthodes de construction, en mettant l’accent sur leur précision ainsi que la posi-
tivité de leurs poids. Cette dernière condition est une propriété souhaitable pour la robustesse (stabilité)
de la règle d’intégration et pour une application en non-linéaire (voir section 3).

Pour utiliser une approche de moment fitting, nous supposons que l’intégrant f (x) peut être correc-
tement approché sur une base de m fonctions H = {h j} j=1,...,m :

f (x)≈
m

∑
j=1

β jh j(x) (2)

où les β j sont les coefficients de l’approximation sur la base. Dans cette contribution, nous choisirons
deux types de bases polynomiales d’ordre pq dans R2, à savoir la base monomiale :

H =
{

xiy j, i, j = 0, . . . , pq
}

(3)

et la base de Legendre :
H =

{
Li(x)L j(y), i, j = 0, . . . , pq

}
(4)

où les Li(x) forment la base unidimensionnelle de Legendre. Dans cette expression, nous considérons
une base tensorisée, mais des bases tronquées [24] peuvent également être considérées. L’intégrant dans
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I (eq.(1)) peut être remplacé par son approximation polynomiale dans H . Ceci conduit à l’équation dite
de "moment fitting" qui définit l’ensemble des poids qui assurent une intégration correcte de l’approxi-
mation polynomiale de f :

nq

∑
j=1

hi(x j)w j =
∫

Ω

hi(x)dΩ, i = 1, . . . ,m (5)

Ce système m×nq devrait être résolu avec pour inconnues la position des points d’intégration x j ainsi que
leurs poids w j. Le nombre de points d’intégration est a priori inconnu, mais comme proposé dans [18],
nous sélectionneront nq ≥ m par la suite. La résolution de ce système d’équations avec les x j inconnus
rend le problème non-linéaire. Afin d’obtenir un problème linéaire, la position des points d’intégration
est fixée a priori. Le problème est alors résolu en utilisant un solveur des moindres carrés classique. Il est
possible de positionner les points d’intégration seulement dans Ω [11], ce qui est nécessaire pour le cas
des problèmes non-linéaires si des variables internes doivent être stockées. Malheureusement, ce choix
semble dégrader le conditionnement du problème et ainsi diminuer la précision de la règle d’intégration
obtenue [11]. Il a également été proposé de positionner les points d’intégration aux points de Gauss-
Legendre de l’élément d’approximation, conduisant ainsi à une amélioration de la robustesse [11], au
prix de points positionnés en dehors du domaine physique. Un tel choix peut donner lieu à de sévères
difficultés dans le cas de problèmes non-linéaires, en particulier lors de la mise à jour des variables
internes [2].

Notons ici que la construction du problème de moment-fitting nécessite pour chaque élément (par-
tiellement dans la matière) d’intégrer le second membre de l’équation ainsi que de résoudre le problème
des moindres carrés. L’intégration du second membre de l’équation (5) (intégration surfacique en 2D,
volumique en 3D) peut être réécrite sous forme d’intégrale de frontière en utilisant le théorème de la
divergence [18]. Il est également possible d’utiliser une règle d’intégration de type sub-grid (cf figure 2).
Bien que cette stratégie puisse sembler très coûteuse, elle l’est bien moins que le calcul des opérateurs
éléments finis, et peut enfin être amortie pour les problèmes non-linéaires car ceux-ci nécessitent de nom-
breux ré-assemblages à règle d’intégration fixe. Finalement, il est nécessaire de mentionner qu’il n’existe
aucun moyen de s’assurer a priori que les poids ainsi obtenus seront positifs, même si Tchakaloff [25] a
prouvé que de telles solutions existaient lorsque nq = m (si la position des point d’intégration est libre)
et lorsque nq ≥ m si les points sont fixés [5].

3 Motivation

Nous motivons ici sur quelques exemples simples l’intérêt de chercher à construire des règles d’in-
tégration positives.

3.1 Fonction impulsion

Considérons tout d’abord l’intégration d’une fonction de type impulsion sur un élément partiellement
dans la matière. Cette fonction représente la prise en compte d’un terme source localisé (figure 3). Un
ensemble arbitraire de points d’intégration est choisi pour construire une règle d’intégration de degré 7
(une telle règle intègre exactement un polynôme de degré 7). Les poids, obtenus à partir de la méthode de
moment fitting, sont donnés dans le tableau 1 : notez que quatre d’entre eux sont négatifs. L’intégrale de la
fonction s’avère être négative (−1.64637) alors que l’intégrale exacte est clairement positive (0.17725).
Au contraire, l’utilisation d’une règle de Gauss-Legendre ou d’une règle par moment-fitting positive
obtenue via l’approche proposée ici donnent toutes deux des résultats précis. Dans le cas d’un problème
réel, l’erreur d’intégration conduirait à des résultats trompeurs dans la zone d’intérêt.

3.2 Problème non-linéaire

Considérons enfin un problème mécanique unidimensionnel composé d’une barre de longueur 100 mm
et de section 0.75 mm2 constituée d’un matériau élasto-plastique avec écrouissange isotrope linéaire (mo-
dule de Young 10000 MPa, module tangent 1000 MPa, limite d’élasticité 5 MPa) fixée à son extrémité
gauche et soumise à une force volumique f = 0.1 MPa (cf figure 4). Nous considérons une approximation
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FIGURE 3 – Integration d’une fonction impulsion sur la partie physique [0.1,1] d’un élément [0,1]. Les
points d’intégration sont représentés par des cercles (rouge : poids positifs, bleu : poids négatifs)

Abscisse Poids
0.21261261 0.40209976
0.37117117 -1.88397568
0.47747748 15.16705032
0.50900901 -17.50788951
0.58018018 4.67401643
0.81441441 -0.18383059
0.95405405 0.41874489
0.98288288 -0.18621563

TABLE 1 – Intégration de la fonction impulsion e−(x−0.55)2/0.01 entre 0.1 et 1. Règle d’intégration moment
fitting de degré 7.

éléments finis de degré 4 utilisant une base de Legendre intégrée (5 éléments). Une quadrature de Gauss-
Legendre est utilisée pour tous les éléments (4 points), sauf l’élément central pour lequel des règles de
quadrature moment-fitting d’ordre variable sont générées à partir de points répartis uniformément (fi-
gure 4). Dans le régime élastique linéaire, les opérateurs éléments finis sont intégrés exactement par une
règle de degré 2×(p−1) = 6 (présentée sur la figure 4). Les courbes de référence source-déplacement et
de déformation plastique obtenues à partir de règles de Gauss-Legendre dans tous les éléments sont pré-
sentées sur la figure 5. Le calcul est maintenant réalisé en modifiant la règle d’intégration dans l’élément
central (ordres 6,14,16,18 et 20). L’évolution du nombre maximum d’itération de Newton-Raphson tout
au long des 20 pas de chargement est présentée dans le tableau 2. Nous observons clairement que l’al-
gorithme de Newton-Raphson diverge lorsque l’ordre d’intégration augmente. Notons cependant que la
procédure itérative converge dans certains cas comprenant des poids négatifs. Par contre, la déforma-
tion plastique ne converge pas dans l’élément central, comme présenté sur la figure 6a. Au contraire,
l’approche proposée dans cette contribution converge de part ses poids positifs (figure 6b).

Ces deux exemples illustrent la nécessité de construire des règles de quadrature positives, pas seule-
ment d’après des arguments mathématiques, mais aussi d’après des cas pratiques éléments finis.

Order Sign Max. Iter
6 > 0 4
14 < 0 8
16 < 0 7
18 < 0 7
20 < 0 ∞

TABLE 2 – Barre soumise à une force linéique. Evolution du nombre d’itérations en fonction de l’ordre
de la règle d’intégration de l’élément central (règles de type moment fitting).
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FIGURE 4 – Barre soumise à une force linéique. Exemple de points d’intégration dans l’élément central.
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FIGURE 5 – Barre soumise à une force linéique. a. Déplacement de l’extrémité droite en fonction du
terme source ; b. Déformation plastique et nœuds du maillage (×).

4 Règles d’intégration "moment fitting" non-négatives

Dans l’objectif de construire des règles d’intégration positives, nous proposons une approche très
simple permettant d’assurer la positivité de la solution du problème de moment fitting (5), basée sur une
idée similaire à [9]. Rappelons tout d’abord qu’il a été prouvé dans [25, 6, 5] que le problème (non-
linéaire) de moment fitting admet une solution positive avec nq = m points d’intégration (théorème de
Tchakaloff). Malheureusement, il n’est généralement pas possible de capturer cette solution en résolvant
le problème de moment fitting linéaire (à points d’intégration fixés). Dans ce cas, il est toujours possible
de trouver une solution positive, mais pour nq ≥m points [9, 27, 5]. Le problème admet alors une infinité
de solutions (under-determinated least squares) : afin de capturer la solution positive du problème (si elle
existe), le problème (5) est réécrit en problème des moindres carrés positif :

Minimiser‖ [V ]{w}−{d}‖2
2 tel que wi ≥ 0, i = 1, . . . ,nq (6)

où [V ] et {d} sont respectivement la matrice et le vecteur qui apparaissent dans (5). La solution de ce
problème peut être obtenue en utilisant des algorithmes d’optimisation contrainte comme TRON (Trust
Region Newton method) [15] ou LBFGS-B (Limited-memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) [3].
Malheureusement, le nombre de points d’intégration nécessaire à assurer l’existence d’une solution posi-
tive peut être élevé, ce qui diminuerait l’efficacité de la règle d’intégration ainsi obtenue (il a été montré
que même dans le cas "simple" de points équidistants placés dans un hypercube, nq� m [27]).

Heureusement, Davis [6, 22] a prouvé le théorème 1 qui montre qu’il est toujours possible de trouver
une solution "creuse" (i.e. avec seulement m poids non-nuls) aux équations de moment fitting à condition
que nq soit suffisamment grand pour assurer qu’une solution positive ("pleine") existe.

Theorem 1 (Davis [6]) Si une règle d’intégration d’ordre pq existe avec nq ≥ m points et des poids
positifs, alors une règle d’intégration d’ordre pq existe avec les mêmes points, mais seulement m poids
non nuls et positifs.

Nous proposons de capturer cette solution en considérant un solveur aux moindres carrés non-
négatifs comme nnls [12]. Ce solveur est basé sur un algorithme d’ensemble actif (active set). Il a
été prouvé que cet algorithme était convergent, fini, et produisait une solution creuse. Des algorithmes
de type LASSO non-négatifs pourraient également être considérés [28]. Notons que si trop peu de points
sont proposés lors de l’initialisation de l’algorithme, la résolution de (6) pourrait s’avérer impossible
(ou plutôt converger vers un large résidu). Ceci est dû au fait que des solutions positives n’existent que
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FIGURE 6 – Barre soumise à une force linéique. Déformation plastique dans l’élément central. a. Règles
d’intégration moment fitting ; b. Règles d’intégration moment fitting positives en utilisant l’approche
développée dans cette contribution (cf section 4).

si nq est suffisamment grand par rapport à m. Dans ce cas, ∃ε > 0 tel que ‖ [V ]{w}−{d}‖2 < ε, et la
règle d’intégration n’est pas exacte. Néanmoins, la règle d’intégration peut être suffisamment précise en
pratique si ε� 1. Nous utilisons ici l’implémentation de l’algorithme nnls provenant de scipy [10].
Les points d’intégration peuvent être positionnés de manière aléatoire ou selon une grille régulière (en
ne gardant que ceux positionnés dans l’espace physique). Il est également possible de se baser sur des
points d’intégration obtenus à partir de la tesselation de l’approche sub-grid [13]. L’approche sélectionne
ensuite au plus m points d’intégration parmi ce premier ensemble, à la manière de l’approche EIM [16].

5 Conclusion

Suivant [13], les performances de l’approche proposée seront illustrées au travers d’exemples re-
présentatifs en se focalisant sur la précision, la robustesse et le coût de mise en œuvre de la méthode.
Différentes approches permettant de limiter le coût de construction de la règle d’intégration seront pré-
sentées, puis appliquées à des problèmes non-linéaires en mécanique.
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