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Résumé — On considere un modele d’interaction d’un métamatériau périodique de type masses imbri-
quées non-linéaires soumis a une excitation extérieure. Le modele discret est constitué de cellules a deux
degrés de liberté couplées aux cellules voisines. Les parametres de couplages sont répartis selon deux
échelles de temps et une approche continue est proposée, menant a deux EDP couplées. Apres détermi-
nation des modes, le modele continu projeté sur un mode est analysé par une méthode de perturbation.
L’étude des dynamiques rapide et lente permet de cerner les évolutions possibles.
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1 Introduction

Les métamatériaux sont définis comme des matériaux nouveaux aux caractéristiques et performances
non-naturelles résultant du processus de conception. Parmi les travaux pionniers, on citera [24] en élec-
tromagnétisme (permittivité électrique négative, perméabilité magnétique), [23] (en magnétisme), ou
des approches concernant les champs optiques et mécaniques [3]. Dans le domaine vibro-acoustique,
des designs particuliers pour systemes linéaires permettent de définir une masse effective, qui pour une
gamme de fréquences, devient négative et traduit I’opposition du systéme a la sollicitation [5]. L’une des
maniere de concevoir des méta-matériaux vibro-acoustiques consiste en 1’assemblage de cellules ayant
des caractéristiques particulieres voulues. Lazarov [13] étudie 1’assemblage de cellules unitaires consti-
tuées d’une seule masse pour former une chaine infinie dont il contrdle la transmission par 1’excitation.
D’autres chatnes linéaires ont été étudiées [25] et on trouve des applications a ce type de matériaux dans
[4, 15, 18, 27]. Un type de métamatériaux mécanique permettant la définition d’une masse effective né-
gative est la conformation de type masses imbriquées. La cellule parfaite linéaire a été étudiée par Huang
(et Cveticanin en introduction) comme un oscillateur isolé [10, 9] et I’existence d’une bande interdite
[5] apparait. L’étude d’une chaine infinie de cellules de type masses imbriquées linéaires a été menée
de maniere discrete et I’influence du nombre de masses internes est étudié dans [19]. Des non-linéarités
peuvent aussi €tre ajoutées au systeme afin d’en exploiter le comportement purement non-linéaire. Pour
cela, des méthodes telles que 1’équilibrage harmonique [1] ou les formes normales [11] permettent de
déterminer la réponse fréquentielle du systeéme. Ture Savadkoohi et. al. [21, 22] emploient une méthode
des échelles multiples couplée aux variables complexes de Manevitch [14] afin de déterminer les dy-
namiques rapides et lentes du systeme, et provoquent des transferts d’énergie en exploitant le régime
quasi-périodique [20] permis par la non-linéarité. Cette méthode peut alors étre étendue aux systemes a
degrés de liberté multiples comme pour les chaines d’oscillateurs non-linéaires [7]. Les cellules de type
masses imbriquées a non-linéarité cubique sont étudiées par Cveticanin [8] sous forcing particulier ou
formant une chaine sans amortissement et sollicitation externe. Ici aussi, la non-linéarité permet 1’exis-
tence d’une bande interdite. Lazarov [12] étudie la chaine infinie non-linéaire cubique avec forcing et
déduit la notion de bande interdite de I’équation de dispersion. Des travaux similaires sur chaine infinie
sont fournis dans [6, 26]. Dans ce travail, le systéme considéré est une chaine périodique de cellules de
type masses imbriquées a non-linéarités internes cubiques. L’ensemble de ces systémes sont réalisables,
notamment avec le développement des impressions 3D [2, 17].



2 Modéele considéré

On étudie le systeme présenté en Fig.1. Il s’agit d’une chaine périodique de période L constituée de
cellules de type masses imbriquées li€es linéairement 2 a 2 et écartées d’une distance Ax au repos. Chaque
cellule est composée d’une masse principale m; liée par une non-linéarité cubique k3 ainsi qu’avec un
amortissement ¢, a sa masse intérieure m,. Chaque cellule est liée a ses deux cellules voisines par une
raideur k; et un amortissement c;.

3 3 3 3
—IF s T+ s
1 1 1 1

FIGURE 1 — Schéma de la chaine L-périodique de cellules de type masses imbriquées non-linéaires
cubiques

Le modele correspondant s’écrit :
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et la périodicité de la chalne conduit aux conditions aux limites suivantes :
uj(t) = urj(t)
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Pour analyser ce systeme non-linéaire, on utilise une méthode des échelles multiples [16], I’introduction

de variables complexes de L. Manevitch [14] et une méthode de Galerkin.

m
Onpose 0 < &= —2 <« 1 comme petit parametre pour I’analyse par échelles multiples. On pose T = Wt =
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de I’Eq.1 deviennent :
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3 Approche continue

3.1 Détermination des modes

X est la variable spatiale continue initiale dans laquelle les cellules sont espacées d’une distance Ax

au repos. L’étude est faite en introduisant la variable d’espace continue normalisée x = e menant aux



fonctions continues :
{ u(x,t)=ulx=j—1,1),x€[0,L],j={1,....L+1} @

v(x,T) =v(x=j—1,1),x€[0,L],j ={1,..,.L+1}
En appliquant le changement de variable suivant :
U(x,t) = u(x,1) 5)
V(x,t) = u(x,t) —v(x,t)
les nouvelles équations continues du systeme sont :
’U ’U 3 0 9? 0 ,
W(x,r) — W(x,r) +eAV’(x,7T) — €)1 E@U(x,r) + EXZ&V(X,T) =ef(x)sin(ut)
) (6)
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L’étude du systeme linéarisé nous permet de déterminer les modes propres de fréquence ®y de la chaine.
Puisqu’on ne considere aucune interaction multimodale, on définit :

U(x,7) = p1x(T) cos(x+ O) o — 2km
V(x,7) = p2.x(T) cos(@px + Oy) )

ou k désigne le seul mode considéré. Il est maintenant possible de projeter les équations dynamiques
continues suivant le mode k considéré.

(N

3.2 Etudes des dynamiques rapide et lente

On introduit les variables complexes de Manevitch [14] autour de la fréquence @ comme :

j Ip1k .
Q1 (T)e*" = %(T) +ipp1 (1)
U= O+ E€C 8)
~ P2k .
1 (2)eh™ = T2 (1) + iupa.(v)
La premiere harmonique des équations dynamiques est gardée par une méthode de Galerkin et 1’étude
des échelles multiples est menée en introduisant la décomposition T = To + €T + ...
On exprime enfin les variables complexes en coordonnées polaires :

(Pl (T> = Nl (T)eiﬁl © (9)
P (1) = Ny(1)e™20

L’étude de dynamique rapide permet de déterminer la variété invariante lente du systeme. L’ équation de
la variété invariante lente est :

Nl(*cl,...):\/(WS(W—NZ(‘CI,...)>2+<>W1"“)>2 (10)
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Le résultat analytique est comparé aux résultats issus d’intégrations numériques dans les cas libres et
forcés. La Fig.2a présente en vert le tracé de la variété invariante lente obtenue apres projection modale
(voir Eq.10) et en noir le résultat obtenu par intégration numérique de I’Eq.3 par méthode de Runge Kutta
et projection sur le premier mode. Seule la premiere harmonique est gardée. Le systeme est libre mais
présente une déformation initiale suivant le premier mode comme présenté en Table 1 sous la mention
"libre". Les évolutions temporelles de N; et N, sont tracées sur Fig.2b. On vérifie bien le passage par le
point de bifurcation résultant du passage par la zone instable de la variété invariante lente. La géométrie
de la variété invariante lente est en accord avec le comportement du systéme. La Fig.3 traite de la méme
maniere de la comparaison entre variété invariante lente en vert et les résultats numériques en noir dans
le cas du systeme forcé suivant le mode kK = 3 comme décrit en Table 1 sous la mention "forcé". Dans
ce cas, la projection modale est donc faite suivant le troisieme mode et seule la troisieme harmonique est
gardée.

L ’étude dynamique lente a 1’ordre €' permet par la suite de déterminer les points singuliers et points
d’équilibres. Ces points menent a la prédiction des régimes périodiques et quasi-périodiques. L’étude
détaillée est omise dans ce papier.
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FIGURE 2 — Réponse libre du systeme suivant le mode 1. (a) Variété invariante lente tracée en vert et
accompagnée par les résultats issus de I’intégration numérique du systeme discret suivi d’une projection
sur le mode 1. (b) Evolutions temporelles de Nj (t) et N2(t) obtenues numériquement tracés en noir. Les
parametres du systéme sont explicité dans le Table 1 sous la mention "libre".

4 Conclusion

Différentes dynamiques de la chaine périodique non-linéaire menent aprés projection suivant un
mode a ’expression de la variété invariante lente et a I’identification des points singuliers et points
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FIGURE 3 — Réponse forcée du systeéme suivant le mode 3. La variété invariante lente est tracée en vert et
accompagnée par les résultats issus de I’intégration numérique du systeme discret suivi d’une projection
sur le mode 3 tracés en noir. Les parametres du systeme sont explicité dans le Table 1 sous la mention
"forcé".

TABLE 1 — Caractéristiques des vérifications libre et forcée

| Libre |
L € X1 | %2 A | u;j(0) filo|u=w
100 | 0.001 | 0.1 | 0.02 ] 0.2 [ 0.13cos(w;(j—1)) | 0 | 0 | 0.0628
’ Forcé ‘
L & x| %2 | A [ui(0) | S o|u=w;

100 | 0.001 | 0.1 | 0.02 020 0.07cos(ws(j—1)) | 0 | 0.1885

d’équilibres du systeme, aboutissant a la réponse fréquentielle du systeme. Nous pouvons alors prédire
en fonction de I’excitation différents régimes de la chalne, ¢’ est-a-dire régime périodique (par la présence
des points d’équilibres) ou quasi-périodique (par la présence des points singuliers). L’ensemble des dé-
veloppements constitue un outil de design de chaine adapté aux sollicitations fournissant une réponse
modulée.
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