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Abstract — Nous proposons une stratégie d’optimisation d’une structure pneumatique sans air (ap-
pelé "airless tire" en anglais). Nous développons ainsi un outil numérique d’optimisation de forme de
la géométrie d’une structure élastique en grandes déformations sous contrainte de contact traitée par la
méthode de Nitsche. Les critéres d’optimisation proposés sont de plus liés a 1’énergie de déformation
ainsi qu’a 'uniformité de roulage du pneumatique.

Mots clés — Grandes déformations élastiques, contact unilatéral, méthode de Nitsche, méthode des élé-
ments finis, méthode des domaines fictifs, optimisation de forme, représentation level set.

1 Introduction

De nombreux outils d’optimisation de forme sont apparus récemment en mécanique numérique afin
d’assister a la conception de produits industriels. Dans de nombreuses applications, le comportement
mécanique de la structure élastique nécessite la prise en compte de la théorie des grandes déformations.
Nous proposons ici d’utiliser des lois hyperelastiques pour relier contraintes et déformations suivant le
comportement matériau de la structure (voir [14]). La géométrie d’un pneumatique sera ainsi optimisée en
cherchant a2 minimiser des criteres de déformation élastique et d’uniformité de roulage. Pour ce faire, une
technique de multi-chargement est proposée pour garder une certaine symétrie lors de la rotation du pneu-
matique. Enfin, un algorithme de gradient est utilisé pour minimiser les énergies associées aux criteres
d’optimisation. Plus précisément, les gradients de forme s’obtiennent suivant la stratégie développée dans
les travaux précurseurs de J. Hadamard [9], J. Céa [4] pour I’écriture sous la forme d’un Lagrangien par
J. CéaetJ.-L. Lions [11] pour la méthode de I’état adjoint [11].

L’ objectif est de présenter nos travaux d’optimisation de forme géométrique en élasticité non linéaire
avec prise en compte du contact unilatéral du pneumatique sur le sol. Le contact est traité par la méthode
de Nitsche, dont I’avantage est d’étre une méthode consistante et qui ne nécessicite pas I’introduction
d’un multiplicateur de Lagrange. La géométrie est réprésentée de maniere implicite suivant une méthode
level set [2] afin de faciliter I’évolution de la structure au fur et a mesure des itérations et d’autoriser
des changements de topologie. Le probleme mécanique avec contact unilatéral est discrétisé suivant la
méthode des éléments finis et implémenté sous le logiciel GetFEM [16]. Plus précisément, la méthode
des domaines fictifs [10, 3] couplée a des éléments coupés sera utilisée pour traiter la complexité de la
géométrie évolutive.

Toutes les quantités mécaniques sont décrites dans leur configuration de référence (formulation la-
grangienne). On cherche donc a optimiser une structure élastique roulante dans sa configuration de
référence Q C R?,d = 2 (en deux dimensions) ou 3 (en trois dimensions), un exemple étant décrit en
Figure 1. Le bord 9Q° du domaine Q est divisé en trois parties distinctes : [}, I'2 et I'%). Une condition
de Neumannn est considérée sur FIOV ou une densité de force gg, est imposée. Un contact avec frottement
peut avoir lieu entre le bord Fg du pneumatique (correspondant a la bande de roulement) et un obstacle



rigide et plat. Enfin une condition de déplacement imposé ap est considérée sur le bord rigide 1—{1)) et
correspond au poids du véhicule sur la jante du pneumatique (0lp est une inconnue supplémentaire qui est
déterminée en imposant le poids sur la jante). A noter que seule la frontiere FZOV pourra €tre optimisée, la
jante ') et la bande de roulement l"g étant supposées fixe dans toute cette étude.

Figure 1: Représentation schématique du pneumatique et de 1’obstacle rigide.

2 Probleme mécanique

On suppose ici que le champ de déplacement ug : Q° — R est solution du probléme élastique suivant :

-div (F(ug) 6(E(ugq))) = f° dans Q°,
6(uq) N = g% (uq) sur Y,
ug = 0p sur Y,

ou 6 est le second tenseur de Piola-Kirchhoff et F = I; + Vug. La condition de contact sera explicitée
ultérieurement. Comme le pneumatique est supposé rouler sur la bande de roulement, on considere Ny cas
de chargement a différentes rotations régulicrement espacées. On obtient ainsi N, rotations du pneuma-
tique, avec des domaines Q? (voir la Figure 2), pour i allant de 1 & N;. La solution du déplacement associé
au domaine €2; est de plus notée uh

Oo

Figure 2: Représentation du pneumatique a différents angles de rotation. Deux configurations de Q a
differentes rotations pour i = 1,2.

2.1 Contact unilatéral avec frottement

Le sol (ou obstacle) est supposé€ rigid et plat. On considere la normale entrante N, au sol et g le gap initial
entre I’obstacle et la bande de roulement (voir Figure 3). Le déplacement u : Q — R est décomposé sur



' par sa composante normale uy = u- Ny et tangentielle ur = (I — N, ® Ny)u de sorte que
u=unNy+ur.

Le gap initial est défini sur X € Fg par

=

Figure 3: Représentation des surfaces de contact pour une configuration de la rotation du pneumatique.

8= Ny ’ (Y - X))
ou Y est la projection orthogonale de X sur I’obstacle. On note également la décomposition de la contrainte
de contact sur l"g en composantes normales et tangentielles :
6n(u) = (6(u)N)-Ny et 67(u) = 6(u)N — (6(u)N) - Ny.
La condition de contact unilatéral sur I'¢ est décrite par la condition de complémentarité suivante :

(uy —g) <0, 65(u) <0, (uy —g) 65(u) =0. (1)

Pour des aspects pratiques, nous considérons le frottement de Coulomb statique :

{|cT<>r Sy(u)  ifur =0

&7 (u) Fbn(u )‘L‘ otherwise. 2

La formulation faible du probleme d’élasticité en grandes déformations avec une condition de contact
mene a ce que ug € V satisfasse

[ F@Ew) 9y ax = [ g -vasx) - [ sty = [ 70 vax. wev,

I'c

ouV={ve H'(Q%RY) :v=00nTH}.

2.2 Formulation faible avec la méthode de Nitsche

La méthode de Nitsche, présentée initialement par J. Nitsche dans [13] pour une condition de Dirichlet,
a été introduite pour le contact unilatéral et sans frottement dans [6, 8], puis généralisée au contact avec
frottement de Tresca dans [5] et étendue a Coulomb dans [7]. La méthode de Nitsche introduit un terme
qui impose faiblement les conditions de contact frottant (1) et (2) d’'une maniere consistente. Dans le cadre
des grandes déformations, nous adaptons le travail de R. Mlika dans [12] ou la méthode de Nitsche est
présentée pour contact entre deux corps élastiques. La méthode de Nitsche est basée sur une formulation
équivalente des conditions (1) - (2) et vient originellement de la formulation d’une approche Lagrangien
augmenté [1], ce qui donne

6n(u) = —[6n(u) —Y(un —g)]-,
67 (1) = Py(0,p(u)) (6(u)N —yu),



ot p(u) = F[6n(u) —y(uy — g)], est le seuil de frottement, F le coefficient de frottement, la partie
négative étant définie par [x]_ = 3(|x| —x),Vx € R et la projection d’un élément x € R sur la boule
B(Ny,p(u)) de rayon p(u) sur le plan tangent de normale N, (voir également [15]) est définie par

(Id _NV®N)')(1

(Ia—Ny@Ny)q|

~ JUa—=Ny®@Ny)g si [(la—Ny@Ny)g| <p,
F ( ”p)(Q) | sinon.

On précise la notation de la dérivée directionnelle d’un élément A par rapport a x dans la direction y telle
que

Alx+ey) —AW)
. .
Dans le cas du contact unilatéral, la formulation de Nitsche en grandes déformations s’écrit

(D,A(x).y) = lim

o (FOB(E@) Vv ax = [ ) vas(x) + 1wV = [ 1 vax, ®

ot le terme de contact I(u,v,N) satisfait

(u,v,N) = — /FO O SN - (D&, v) ds(x)

2
~ [y o)+ — )] (Du(B6v(0) ~ Y — ).} ds(x) @
o ql(P B8, p() (SN —u) - (D (887 (u) —Y(ur — g)).v) ds(X).

Les dérivées directionnelles des tenseurs de Piola-Kirchhoff 6 (proposé dans (4)) et G (utile par la suite)
sont

A 2
= ) (D, E(w)v) = T (E () sym (FT ()¥v).

(Du6(u),v) = (D F(u) &(u),v) = F(u){Dy &(u),v) +(DuF (u),v) &(u)
= F(u)(W(E(u)) csym (FT(u)Vv)) + Vv &(u).
avec (D, F(u),v) = Vvet (D,E(u),v) = sym (FT (u)Vv) ot sym(-) est la partie symétrique d’un tenseur
d’ordre deux.

3 Critere d’optimisation et gradient de forme

3.1 Critere d’optimisation

Le premier critére d’optimisation correspond a I’énergie de déformation élastique :
Je(@ua) = [ Wlua) dx.

ou W est la densité d’énergie dont I’expression varie suivant la loi hyperélastique considérée. Afin de
garantir une certaine symétrie de rotation du pneumatique, deux autres criteres sont introduits par la suite.
Dans un premier temps, on propose d’uniformiser la contrainte de contact sur I’ensemble des rotations du

. . . . . 1 v A N
pneumatiques. Pour ce faire, on introduit la contrainte de contact moyenne pjeqn = Ny Y4 G(MQ)N , ol



6 est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff et on essaie d’uniformiser la contrainte de contact sur chaque
rotation du pneumatique ug par rapport a cette moyenne :

1, .
JP(Qyuﬂypmean) = EHG(”Q)N—Pmean”irl/z(r‘g,Rd)'

Un troisieéme critere consiste enfin a uniformiser la fleche de la jante rigide :
! 2
Jd(Qaugadmean) = / *(MQ‘Ny—dmmn) dS(X),
9 2

ou dpean = N%, Y., ug - Ny. Finallement, nous considérons I’énergie globale suivante

J(-Q) = ng(ﬂi, MlQaPmean) ou Jg(in MlQapmean) = Je(-Qia MIQ) + (X'Jp(-Qia MlQaPmean) + BJd(Qia ulgzadmean)a
i=1
&)
et une étude sur I’influence des paramétres o et § sera proposée dans le cadre d’une optimisation multi-
critere et multi-chargement de la structure Q.

3.2 Gradient de forme

Dans le cadre de ’optimisation de forme géométrique, on cherche a minimiser un critére J(Q) afin
d’obtenir la forme optimale de la structure en forgant 1’évolution des frontieres de la structure. Nous rap-
pelons ici que seule la frontiere 1"?\, est optimisable et donc peut évoluer. On introduit la forme générique
d’un critere d’optimisation (ou critere objectif) :

5Q) = [ Mlug) X+ [ N(ug) ds().

ol ug est la solution de I’équation (3). Ici, M et A sont deux fonctions que I’on suppose suffisamment
régulieres pour que la dérivée directionnelle de J soit bien définie. Soit D C R? un domaine régulier aux
bornes fixes. Soit Q,; 1’ensemble des solutions admissible Q2 ou seul le bord l’?\, € C? peut évoluer (voir
Figure 1). La fonction objective J(Q) doit étre minimisée

1t J(Q) (6)

On cherche 4 minimiser le criteére J(€2) dans (6) sous la contrainte suivante : la formulation faible avec
contact (3) doit étre respectée. On introduit donc le Lagrangien £ : V +— R défini comme

L(u,v,N,Q) :J(Q,M)+(/

QO(F(M)S(E(M)));vvdx—/r%g?v(u).vds(x)ﬂ(u,v,zv)—/Qofo.vdx).

ol J(Q,u) = /QO M (u) dX + /ago N (u) ds(X). La clé est de remarquer que J(Q) = J(Q,uq) et donc

d’identifier J(Q) comme
J(Q) = L(ug,v,N,Q).

Si L est différentiable par rapport au domaine 2 dans la direction ®, cela donne
(DJ(Q),0) = (D[L(ug,v,N,Q)],0)

= <@QL(UQ,V,N,Q),®'N> + <@nL(MQaV>N7'Q)7 <@QN>®>> (7
+ <@ML(MQaV7N7'Q)> <@Q u97®>>'



Or la dérivée directionnelle (D, L(ug,v,N,Q),(Dquq,®)) ne peut étre explicitée. Afin de faire dis-
paraitre ce terme et obtenir une forme explicite de la dérivée de J, on développe la méthode de 1I’état
adjoint et on cherche p € V tel que

<Q)ML(u97paNa'Q)7q> =0, Vq ev.
Si on évalue ensuite 1’équation (7) a v = p, on obtient
(Do L(ug, p,N,Q),0) = (Do L(ug,p,N,Q),0-n)+ (D, L(ug,p,N,Q),(DoN,B)),

car (Dqu,®) € V. Par ailleurs, le terme (D, L(u, p,n,Q),q) meéne a

o»

(@uL(M,p,N,Q),LD = /SZ()(Q)M

+ [ (Duw.q) X+ [ (D, N(w).q) ds(x).

(E@)).a): VP X = [ (Dusy(u).)-p dX + (D, I(1.p.N).q)
v ®)

Ceci permet d’écrire explicitement le gradient de forme tel que

(D1(@),0) = [ (©-N) (M (ug) + Flug) G Elua) : Vo~ (X)) ds(x)

+‘/1_21(®N) (KmN(uQ) +VN(MQ) N) ds(X)
_/romro (©-N) (knp- gy (ua) +V(p-gy(ua)) - N) ds(X).

puisque I') NI =0 et I(u, p,N) est défini sur I, La dérivée directionnelle (D, In (u,p,N),q) de

m
I’équation (8) peut &tre développée

(D, 1. pn).g) == [, S (DU(SIN - (D, 80N, p)).a) d5(X)

_/Fo ’ly<Q)u ([SN(M)—FY(MN—g)]— (G<DM6N(”)7P> _an))aq> dS(X)
+/ro '1Y<@uP$(0,P)(6T(u) —yur) - (8(Dy &1 (u), p) —Vp1),q) ds(X), Vg € V.

4 Résultats numériques

Dans cette section, nous comparons d’abord différentes lois élastiques pour minimiser I’énergie de dé-
formation élastique avant de proposer des optimisations multi-critére avec les critéres précédemment pro-
posés pour montrer leur efficacité.

4.1 Comparaison de lois élastiques

Nous proposons plusieurs tests d’optimisation de forme avec trois lois de comportement élastiques :
I’élasticité linéaire, le modele de Saint-Venant-Kirchhoff et le modele Mooney-Rivlin en incompress-
ible. La forme optimale obtenue dépend de la loi élastique considérée (voir Figure 4) et la topologie peut
également varier en fonction de la loi élastique (voir Figure 5). L’élasticité linéaire est particulierement
inadaptée lorsque des grandes déformations ont lieu dans le comportement de la structure. Le modele de
Saint Venant-Kirchhoff est également peu réaliste lorsque la structure se déforme de facon importante.



On observe d’ailleurs que ces deux modeles menent a la méme topologie en Figure 5, alors que le mod-
¢le de Mooney-Rivlin en incompressible (plus adéquate a décrire le comportement d’un pneumatique en
élastomere) mene a une topologie 1égerement différente.
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Figure 4: Optimisation de forme. De gauche a droite : géométrie initiale avec 48 trous circulaires; modele
d’élasticité linéaire; modele de Saint Venant-Kirchhoff; modele de Mooney-Rivlin en incompressible.
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Figure 5: Optimisation de forme. De gauche a droite : géométrie initiale avec 360 trous circulaires; modele
d’élasticité linéaire; modele de Saint Venant-Kirchhoff; modele de Mooney-Rivlin en incompressible.

4.2 Optimisation multi-critere

Dans cette section, seule la géométrie présentée en Figure 4 est considérée et seul le modele de Mooney-
Rivlin en incompressible est implémenté.

4.2.1 Uniformité de la contrainte de contact

On cherche a minimiser le critere J(Q) défini dans (5) et on impose oo = 50 et § = 0, de sorte qu’on
souhaite minimiser J, et J,. Le critere J, est effectivement minimis€ (voir Figure 6) et la forme est
différente par rapport a I’optimisation menée avec J, (voir la forme optimale obtenue avec le modele de
Mooney-Rivlin en incompressible en Figure 4).
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Figure 6: Optimisation de forme. A gauche : forme optimale avec J, et J, et a droite : énergie associée a
I’uniformité de la contrainte de contact J,,.

4.2.2 Uniformité de la fleche

On cherche a minimiser le critére J() défini dans (5) et on impose dans un premier cas o« =0 et B = 0.1
puis dans un second cas o = 50, = 0.1, de sorte qu’on souhaite d’abord minimiser J, et J, puis J, J,,



et J;. On calcule I’écart-type sur I’ensemble des fleches u‘Q -N tel que Gggey = \/ N%, Zﬁv" (u’Q N —dpean)?
(voir Figure 7 a droite). Le critiere d’uniformité de la fleche est efficace puisqu’on uniformise bien la
fleche sur I’ensemble de la rotation du pneumatique lorsque J,; est implementé.
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Figure 7: Optimisation de forme. De gauche a droite : forme optimale avec J, et Jy; J., J,, et J4; compara-
ison de I’écart-type des fleches sur la rotation de la structure en fonction des criteres d’optimisation.
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