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Résumé — L’approche "data-driven" considérée ici traite des matériaux dont la mémoire peut-être
décrite par un certain nombre de variables internes cachées. Leur calcul à partir des seuls essais expéri-
mentaux constitue le "Problème Central" qui est l’objet de ce travail.
Mots clés — Pilotage par les données, matériaux à mémoire, calcul de structure.

1 Introduction

Les méthodes de calcul de structure pilotés par les données font leur chemin en mécanique du solide.
Depuis les travaux pionniers d’Ortiz, Chinesta et leur équipes [1–4], où la Science des Matériaux est sup-
primée ou fortement diminuée, de nombreuses contributions ont vu le jours, préservant plus ou moins de
sens physique [5–22]. Tous ces travaux présentent des formulations originales, très efficaces pour traiter
certains cas particuliers, mais sont encore limitées à des situations ou à des matériaux très spécifiques.

La méthode de calcul piloté par les données a déjà été présentée, [5], et on met en place ici le
traitement numérique du noeud de cette méthode, à savoir, le calcul des variables internes cachées, afin
d’obtenir une "Variété Constitutive Expérimentale" (VCE), qui est un modèle mathématique exploitable
pour faire du calcul de structure. C’est ce qu’on appelle le "Problème Central".

2 Principes de la méthode de calcul piloté par les données

La méthode de calcul piloté par les données repose sur la séparation des équations sur l’espace-temps
en deux groupes : les équations d’équilibre et de compatibilité d’une part, la relation de comportement
d’autre part. Classiquement en Science des Matériaux, la relation de comportement est un modèle ma-
thématique, dérivé des observations expérimentales. Ici, cette partie est remplacée par les données expé-
rimentales directement. On utilise la méthode LATIN [23, 24] pour calculer l’état d’un point matériau à
un instant donné, le seul changement étant qu’au lieu de résoudre les équations du comportement, on in-
terpole entre les points expérimentaux. La méthode itérative est représentée en figure 1. Dans ce schéma,
la variété (Ad) correspond à l’admissibilité, c’est-à-dire le groupe d’équations réputées exactes, alors que
la variété (�) est discrète. Sa taille est directement liée au nombre d’essais, et certaines composantes (les
variables cachées) ont été calculée en utilisant la Science des Matériaux. Le calcul de structure en lui-
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FIGURE 1 – Le schéma de résolution itérative.
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même ne pose pas de difficultés particulières. Le détail est visible dans [5] pour plus de détails. Quand
à l’interpolation, on observe qu’avec un nombre réduit de points expérimentaux, on obtient d’excellent
résultats. L’unique difficulté à lever est donc l’obtention de le VCE complète, c’est-à-dire le calcul des
variables cachées.

3 Problème Central : une première formulation

3.1 La variété comme modèle mathématique

Prenons ℋ
(0,%) , une famille d’histoires de chargements. Résoudre le Problème Central consiste à

trouverX ∈ R@ tel que chaque histoire de ℋ (0,%) satisfait, avec une certaine tolérance,

ε?,? = g(σ,X , ?) ¤? > 0 ,
X, ? = h(σ,X , ?) ¤? > 0, (1)

¤? = 5 (σ,X , ?) ¤? ≥ 0 .

Dans une optique de simplification, on n’ajoute pas ici de les contraintes supplémentaires issues de
la vérification des deux principes de la Thermodynamique des Processus Irréversibles. La famille des
histoires ℋ

(0,%) doit permettre de définir les fonctions g,h, 5 afin quelles constituent un modèle de
comportement. Par exemple, pour une histoire de chargement en contrainte donnée sur [0,)], la VCE
doit permettre de calculer la déformation inélastique ε sur tout [0,)]. Il est donc possible, en utilisant
un schéma incrémental et connaissant l’état matériau à C=, ainsi que l’incrément de contrainte Δσ, de
prédire l’état matériau à C=+1 = C= +ΔC :

— état à C= : ?=, ε?,=, σ=, X=

— état à C=+1 : ?=+1, ε?,=+1, σ=+1, X=+1
On a

?=+1 = ?= + 5 (σ=,X=, ?=)ΔC
ε?,=+1 = ε?,= +g(σ=,X=, ?=) · (?=+1− ?=)
X=+1 = X= +h(σ=,X=, ?=) · (?=+1− ?=)

La contrainte sur les fonctions g,h, 5 est leur univocité. Cette propriété d’univocité est la pierre angulaire
de la méthode de construction de la variable interne cachéeX ∈ R@.

3.2 Formulation dans un cas simple

Avant d’utiliser le jeu d’équation (1), on étudie une équation simplifiée 1D où l’unique fonction 5

est supposée régulière

I = 5 (G, H).

G, H, I sont normalisés et appartiennent à [0,1]. On connait l’ensemble des (I, G)=, = ∈ �# et le Problème
Central est ici de trouver H=, = ∈ �# tel que la fonction

5 : (G, H)=→ I= , = ∈ �#

soit univoque. On introduit la notation G8 9 = G8 − G 9 la distance entre deux points d’un champ. Pour
quantifier le caractère univoque ou non de la fonction 5 , on introduit le voisinage autour d’un point 8 :
(G8 , H8), 8 ∈ �#

� (G8 , H8;n) =
{
9 ∈ �#

��� |G8 9 |2 + |H8 9 |2 ≤ n2
}

où n est un paramètre scalaire petit (n � 1). Calculons

� (H) = sup # sup
����I8 − I 9 ���� n

8 ∈ �# � (G8 , H8;n)
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On peut-être confronté à deux cas

� (0) =$ (1) pas de variable cachée nécessaire,

� (0) � 1 une variable cachée est nécessaire.

Dans le dernier cas, une variable H devrait satisfaire � (H) =$ (1). Il est facile de construire une solution
dans ce cas précis. Par exemple, si � (0) � 1, on peut choisir H tel que

H8 = I8 −
∑
9∈�#

%8 9 (G) I 9

où

%8 9 =
Γ8 9∑
9∈�# Γ8 9

, Γ8 9 = exp
(
−
|G8 9 |2

n2

)
Dans cette expression, on enlève les variations du champ I imputables à celles de G. Une dernière étape
consisterait à effectuer une réduction sur {H8

�� 8 ∈ �# } en utilisant une technique comme la KPCA. Il n’y
a pas de solution unique ici, même sous la contrainte (H, G) indépendantes. Une telle solution ne peut pas
être étendue au problème (1) qui nous intéresse, c’est pourquoi on établit une autre formulation dans le
but de le résoudre. Le potentiel d’univocité s’écrit

U (H) =
∑
8∈�#

∑
9∈�#

%8 9 (U) I(U8 9)
/
�

avec

U8 9 = |G8 9 |2 + |H8 9 |2− |I8 9 |2

� =
∑
8∈�#

∑
9∈�#

%8 9 (G)

I(U) = (1− exp(−U)) · (−U)

La fonction I(U) est représenté en figure 2. On peut-être confronté à deux cas

-5 0 5 10 15 20
0

100

200

300

400

500

600

700

800

FIGURE 2 – La fonction I(U)
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U (0) =$ (1) pas de variable cachée nécessaire,

U (0) � 1 une variable cachée est nécessaire,

et dans le dernier cas

{H8
�� 8 ∈ �# } = argmin U (H′)

{H′ 8
��8 ∈ �# }

En utilisant une propriété remarquable sur la forme de la fonction �, on réécrit le problème comme un
problème de minimisation des termes U8 9 sous la contrainte U8 9 > 0 (méthode Lagrangienne augmentée).
Une méthode itérative est mise en place pour le résoudre. Une étape locale traite la contrainte tandis que
la minimisation se traduit sous la forme d’un système linéaire à inverser, donc H est la solution.
Cette méthode donne d’excellents résultats dans le cadre d’une équation non linéaire en 1D, la conver-
gence vers une solution admissible est obtenue en quelque itérations.

3.3 Formulation pour un matériau élastoplastique

La mise en oeuvre de la méthode précédente dans le cadre des équations 1 est plus délicate. Dans ce
cas ci, ce n’est pas un mais trois sous potentiels qu’il faut prendre en compte, le potentiel final étant leur
somme, et les fonctions dépendent également du temps matériau ?. Les trois sous potentiels sont

U6 =

∫ %

0

∑
8, 9∈# (?)

%8 9 (?) · � (U68 9 (?)) 3?,

Uℎ =

∫ %

0

∑
8, 9∈# (?)

%8 9 (?) · � (Uℎ8 9 (?)) 3?,

U 5 =
∑
8, 9∈#

%̄8 9 · � (U 58 9),

avec

U
6

8 9
=

[
f2
8 9 + |-8 9 |2− Y2

?,?,8 9

]
/ n2,

Uℎ8 9 =

[
|f8 9 |2 + |-8 9 |2− |-, ?,8 9 |2

]
/ n2,

U
5

8 9
=

[
|f8 9 |2 + |-8 9 |2− |?8 9 |2

]
/ n2.

Les essais nous donnent comme données brutes

(ε? (?),σ(?)), ? ∈ [0, %],

qui seront utilisées pour construire le comportement. On peut alors utiliser la méthode PGD et réécrire

(ε? (?),σ(?)) =
A∑
A=1

qA (?) (ε̄?,A , σ̄?,A ),

avec qA (?) des fonctions scalaires, en petit nombre. On effectue une décomposition PGD par famille
d’essais (au sens du type d’essai : proportionnel, cyclique, etc). Dans le but de réduire la complexité et
la taille du problème, on recherche alors la solution - sous la forme décomposée

- (?) =
A∑
A=1

WA · qA (?),

où les WA sont nos inconnus. Cette formulation présente l’avantage d’obtenir une solution régulière en ?
pour - , tout en divisant la taille du problème par la taille de la discrétisation sur [0, %].
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3.4 Le programme d’essai

On s’intéresse ici à un matériau élastoplastique isotrope sous l’hypothèse des contraintes planes. Les
données expérimentales sont générées à partir de modèles élastoplastiques standards. Trois types d’essais
sont utilisés ici : des essais proportionnels (voir Fig. 3), des essais en deux temps (voir Fig. 4), et des
essais cyclés (voir Fig. 5).

t

σ
[σ]1

FIGURE 3 – Scenario à chargement proportionnel.

σ

t[σ]1 [σ]2

FIGURE 4 – Scenario à chargement en deux temps.
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+/− [σ]1 +/− [σ]2

FIGURE 5 – Scenario à chargement cyclé.

Ces trois types de chargements sont tous biaxiaux, avec différents coefficients de biaxialité, et la
direction de chargement est donnée en contrainte principale (σ==,σCC ). Dans le cas des essais en deux
temps, on effectue une rotation d’angle \ ∈ [−45,+45] sur la partie [0, %/5] du chargement. Au total, le
nombre d’essais est de

— 150 essais proportionnels,
— 867 essais deux temps,
— 150 essais cyclés,

soit un total de 1167 essais.
On regarde trois types de données :
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— données générées par un modèle elastoplastique avec écrouissage isotrope,
— données générées par un modèle elastoplastique avec écrouissage cinématique linéaire et iso-

trope,
— données générées par un modèle elastoplastique avec écrouissage cinématique non linéaire et

isotrope.
Dans le premier cas, le domaine d’élasticité s’écrit simplement

5 = | |σ� | | −fH −'(?),
'(?) = 'inf (1− exp(−1 · ?)),

aucune variable interne supplémentaire n’est nécessaire, et le calcul du potentiel le confirme

U (0) = 1.08.

Dans le deuxième cas, le domaine d’élasticité s’écrit

5 = | |σ� −X | | −fH −'(?),
'(?) = 'inf (1− exp(−1 · ?))

il faut une variable interne supplémentaire, et le calcul du potentiel le confirme

U (0) = 5.87 ·10137 � $ (1).

Il est facile de voir ici que ε? est la variable manquante, et en effet, on mesure

U (ε?) = 1.52 ∼$ (1).

Dans le troisième cas, le domaine d’élasticité s’écrit

5 = | |σ� −X | | − 0X :XfH −'(?),
'(?) = ℎ · ?.

Sans variable supplémentaire, on obtient

U (0) � 10150 � $ (1),

et si on utilise ε? on mesure cette fois

U (ε?) = 7.46 ·1020.

dans ce troisième cas, on résout le problème central pour calculer la variable cachée exacte, en partant
de ε? comme solution initiale.

3.5 Interpolation pour le calcul piloté par les données

Une fois la VCE calculée, on peut l’utiliser pour calculer un chargement qui ne fait pas partie du jeu
de données expérimentales. En pratique, le nombre de points expérimentaux qui définissent la variété
est petit. C’est pourquoi une procédure d’interpolation est vitale. Elle est utilise les méthodes basée sur
l’Espace de Hilbert à Noyau Reproduisant ( Reproducing Kernel Hilbert Space, ou RKHS en anglais).
Ici, on utilise un noyau Gaussien.

À partir des points expérimentaux (ε?,?,X, ?,σ,X)8 8 ∈ # (?), on calcule les fonctions interpolées
qui définissent le modèle de matériau

ε?,? = g(σ,X , ?) ¤? > 0 ,
X, ? = h(σ,X , ?) ¤? > 0,
? = 5 (σ,X , ?) ¤? > 0 .
¤? ≥ 0 , 5 (σ,X , ?) − ? ≤ 0 , ¤? ·

(
5 (σ,X , ?) − ?

)
= 0

Il est simple d’écrire un algorithme en plasticité qui exploite les fonctions précédentes, et ainsi, par
incréments, on peut calculer l’état du matériau en tout temps pour une histoire de chargement donnée.
L’interpolation donne de très bons résultats pour des types de chargements et des directions de contraintes
n’appartenant pas aux essais initiaux.
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4 Conclusion

Ce travail présente une première méthode pour traiter le Problème Central. En le résolvant dans
cadre de matériaux à histoire, on résout le point difficile de la méthode de calcul piloté par les données
présentée dans [5]. D’autres approches nécessitant moins de points expérimentaux suivront, mais cette
méthode à le mérite de démontrer la faisabilité de l’approche globale. Il faudra également étoffer la
fiabilité et la robustesse de la procédure, et la problématique de l’obtention des essais pourra alors être
prise en compte. On ouvre également la voie à d’autres applications. Le traitement de problèmes multi-
échelles en est une, où la construction de la VCE homogénéisée d’un Volume Élémentaire Représentatif
(VER) permet de transformer le problème initial, impliquant des calculs Eléments Finis (EF) imbriqués
(une résolution EF sur un VER sur chaque élément du système macroscopique), en un unique problème
EF sur le système macroscopique, dont le comportement en chaque élément est représenté par la VCE.
La VCE étant calculée au préalable, la phase de calcul online devient plus rapide.
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