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Résumé — La mesure de champs permet d’identifier de nombreux paramètres mécaniques à partir d’un
nombre limité d’essais à condition que ces mesures soient suffisamment sensibles aux paramètres. Nous
présentons ici une méthodologie d’optimisation de forme de l’éprouvette visant à minimiser une grandeur
modélisant l’incertitude des paramètres. Nous développons une procédure de résolution numérique effi-
cace utilisant des splines et le concept de Free-Form Deformation (FFD). Cette stratégie d’optimisation
de forme non-intrusive permet de réduire d’un ordre de grandeur l’incertitude sur les paramètres.
Mots clés — optimisation de forme, identification, corrélation d’images, B-Splines.

1 Contexte

La conception de matériaux manufacturés (composites, matériaux architecturés, structures en treillis...)
ou le développement de procédés de fabrication avancés s’accompagne de la nécessité de développer des
outils de simulation capables de prédire le comportement de pièces complexes. Bien que des outils de si-
mulation pilotés par les données et purement exempts de modèles aient été proposés très récemment [1],
la plupart des outils sont essentiellement basés sur des modèles constitutifs plus ou moins sophistiqués
[2] avec une possible hybridation avec l’intelligence artificielle [3].

Parce qu’elle fournit des grandes quantités de données hétérogènes sur un même essai, la mesure
de champs permet d’identifier plusieurs paramètres de comportement à partir d’un nombre très limité
d’essais mécaniques [4]. Ceci est vrai seulement si l’essai (éprouvette+chargement+instrumentation) est
conçu de telle sorte que les mesures soient suffisamment sensibles aux paramètres à identifier. Pour ce
faire, des travaux ont été réalisés visant à percer des trous dans les éprouvettes, à usiner différentes formes
d’entailles ou à concevoir des échantillons de forme plus ou moins complexes (cruciformes, dogbones...).
Mais le choix de la géométrie de l’entaille, du rayon du trou et de la position est souvent fait de manière
plus ou moins empirique et ne garantit aucune forme d’optimalité quant à l’identification des paramètres.

2 Méthode

Dans cette présentation, nous souhaitons proposer une méthode permettant d’aller plus loin dans
l’optimisation de la forme de l’éprouvette. Pour améliorer l’identification des paramètres constitutifs,
il faut définir un ou plusieurs critères d’optimalité et construire un algorithme d’optimisation de forme
adapté.

2.1 Critère d’optimalité

De nombreux critères d’optimalité d’une éprouvette ont été proposés dans la littérature, qui peuvent
être classés en deux grandes familles : La première famille ne considère aucun modèle constitutif spé-
cifique. Elle repose sur une mesure de l’hétérogénéité du champs de déformation ou de façon générale
des états des matériaux. Ces méthodes sont conçues pour garantir que le spécimen échantillonne cor-
rectement le comportement, ce qui est utile pour discriminer entre différents modèles de comportement.
Bien que l’identification des paramètres constitutifs puisse être améliorée, cela n’est pas garanti, car la
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fonction objectif ne mesure pas la précision avec laquelle les paramètres sont identifiés.
La seconde approche consiste à optimiser la forme de l’éprouvette par rapport à un modèle de com-

portement spécifique [5, 6, 7]. Elles se basent sur une analyse théorique a priori de la propagation de du
bruit de mesure dans le processus d’identification.

Considérant que la principale contribution aux erreurs provienne du bruit de la caméra (bruit consi-
déré comme blanc Gaussien de variance γ2 dans chaque image I ), il est possible de dériver la covariance
des déplacements mesurés à chaque nœud éléments finis (EF) de manière très pratique en corrélation
d’images basée sur éléments finis (CIN-EF) :

[Covu] = 2γ
2H−1

CIN .

L’opérateur HCIN est une approximation de la Hessienne de la fonctionnelle de CIN qui est une sortie
explicite et gratuite du problème de CIN et qui admet la forme suivante [8] :

HCIN,i j =
∫

I
NT

i (x)∇I (x) ∇I T (x)N j(x) dx , (1)

Ni(x) désignant les fonctions de forme élément finis.
En se plaçant dans le cadre général des méthodes de recalage de modèles élément finis pondérés

(P-RMEF), la variance des paramètres à identifier q s’écrit donc [9, 5] :

[Covq] = 2γ
2H−1

RMEF .

où HRMEF désigne une approximation de la Hessienne de la fonctionnelle de RMEF et qui admet l’écri-
ture suivante :

HRMEF = ∇qv H ∇qvT

. H désigne l’opérateur de pondération de P-RMEF. Il doit être pris égal à l’inverse de la matrice de cova-
riance des déplacements mesurés [Covu]−1 [10, 11] afin de donner à chaque mesure, dans l’identification,
un poids inversement proportionnel à son incertitude. Ici H = 1

2γ2 HDIC. L’opérateur ∇qv est la matrice de
sensibilité du champs de déplacement simulé par rapport aux paramètres. Ses colonnes sont constituées
des dérivées du champ de déplacement simulé v par rapport à chacun des paramètres de comportement
q à identifier.

Cette matrice de covariance contient les informations utiles pour construire un critère d’optimalité
qui permet de quantifier ce qu’est une bonne identification des paramètres [5]. De façon assez classique,
nous construisons la fonction objectif égale à la plus grande valeur propre de [Covq] que les variables de
conception s doivent minimiser :

s? = argmin
s

λmax [Covq] . (2)

Par une analyse du problème et des modélisations que nous présenterons, nous arrivons au problème
d’optimisation équivalent suivant :

s? = argmax
s

λmin

( 1
S(s)

(
∇pv(s) M(s) ∇pvT (s)

))
, (3)

dans lequel S désigne la surface de l’échantillon et M la matrice de mass éléments finis :

M(s) =
∫

Ω

NT N dX

.
Le problème (3) est assorti de plusieurs contraintes que nous détaillerons dans la présentation. En

particulier, l’une d’elle limite la déformation maximale dans la pièce afin de découpler l’optimisation de
l’intensité du chargement de celle de la forme.

2.2 Espace de conception et mise à jour efficace du maillage

Une fois la fonction objectif définie, il est nécessaire de (i) choisir un espace de conception approprié
pour paramétrer les évolutions de la forme et (ii) construire une technique efficace pour mettre à jour le
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maillage des éléments finis lorsque la géométrie évolue. Les positions des nœuds du maillage pourraient
être directement utilisées comme variables de conception. La littérature montre que cela correspond à des
espaces de conception excessivement grands qui peuvent conduire à des formes irrégulières qui héritent
des propriétés C0 des fonctions de base des éléments finis : [12].

Pour contourner ces problèmes, nous nous inspirons de la communauté de l’optimisation de formes
et utilisons un espace spline plus régulier comme espace de recherche : [13, 14, 15]. Les fonctions
splines sont évidemment bien adaptées à l’optimisation de forme puisqu’elles ont été construites pour
la modélisation géométrique en CAO; elles sont d’une plus grande régularité et impliquent donc peu de
degrés de liberté (principalement associés aux positions des points de contrôle des entités splines) pour
décrire une géométrie et, plus important encore, une mise à jour de la géométrie.

Notre objectif est de tirer parti des propriétés des splines mais aussi de les utiliser de manière non-
intrusive afin que les logiciels de simulation EF habituels puissent être utilisés sans remaillage. Pour ce
faire, nous proposons de nous appuyer sur la technique de Free Form Deformation (FFD) qui construit
l’espace spline comme un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel EF : [16, 17]. La FFD consiste
à immerger la géométrie EF initiale dans une boîte de morphing spline. La position de chaque nœud
EF est définie comme une combinaison linéaire de la position des points de contrôle de la boîte de
morphing, et le déplacement d’un point de contrôle déforme le maillage EF en conséquence. Dans ce
travail, nous proposons de créer une boîte de morphing de dimension topologique 1 pour chaque bord
d’élément géométrique (cercle, encoche, ligne...) que nous voulons optimiser. Par conséquent, la boîte de
morphing, qui est une courbe 1D, doit être conforme à la géométrie initiale du bord de l’élément qu’elle
contrôle. Cette combinaison linéaire peut être écrite sous forme de matrice :

x f = CT
FFD xcp , (4)

où x f est un vecteur rassemblant toutes les positions des nœuds éléments finis du bord à optimiser et
xcp les coordonnées des points de contrôle. CFFD est l’opérateur FFD, voir [16, 17]. Ensuite, la boîte de
morphing peut être déformée en déplaçant les points de contrôle de la boîte de morphing, et le maillage
EF est déformé en conséquence. Cette méthode est intéressante car elle découple l’espace de conception
(splines) de celui de la description géométrique (EF).

Au final, nous définissons l’opérateur Cupdate qui couple les variables de design s à la position de
tous les noeuds du maillage élément fini x :

x = Cupdate s with Cupdate = Cm CT
FFD Cs (5)

CFFD est l’opérateur FFD qui couple les points de contrôle aux noeuds de bord du maillage élément finis.
Cs est un opérateur de restriction qui permet de ne considérer que quelques degrés de libertés parmi les
degrés de libertés splines (on garde par exemple seulement le déplacement des points de contrôle selon
la normale au bord à optimiser). Cm est un opérateur de morphing élastique qui relie le déplacement des
noeuds EF de bord x f aux noeuds en volume x. Cette composition d’opérateurs permet un lien explicite
entre les variables de conception et les coordonnées des nœuds du maillage. Elle permet, à partir de
n’importe quel maillage EF, de définir un sous-espace de design réduit, similaire aux méthodes de base
réduite qui fonctionnent, de manière analogue, par projection sur un sous-espace approximation réduit.

3 Exemples

En termes exemples, la méthode sera appliquée, en particulier, pour optimiser la forme des trous
dans une poutre de traction pour l’identification de tous les paramètres constitutifs élastiques linéaires
orthotropes (voir Fig. 1). Une boîte de morphing 1D B-spline est créée pour piloter le mouvement des
nœuds EF le long du bord d’un des trous (voir le contour rouge de la Fig. 1(bas)). En partant de la
géométrie de la Fig. 1(haut), l’optimisation conduit à la géométrie présentée dans la Fig. 1(bas). Nous
verrons qu’il est possible d’améliorer la valeur de la fonction de coût d’un facteur 30 tout en maintenant
une valeur de contrainte maximale équivalente. Cela signifie que l’incertitude sur le paramètre le plus
dur à identifier est réduite de près d’un facteur 6 et que le même dispositif expérimental que celui utilisé
pour l’éprouvette initiale peut être utilisé.
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FIGURE 1 – En haut : Géométrie initiale avec description B-spline de la géométrie des trous. En bas :
Géométrie améliorée (en noir) comparée à la géométrie initiale (en gris), et boîte de morphing 1D FFD
et position de ses points de contrôle à la fin (en rouge).

4 Conclusion

En utilisant une modélisation fine du problème d’optimisation de la minimisation de l’incertitude des
paramètres constitutifs, et des outils numériques avancés provenant de la communauté d’optimisation de
forme en mécanique numérique, nous avons été en mesure de concevoir une méthodologie numérique
complète qui améliore de façon significative les formes des éprouvettes pour la caractérisation méca-
nique, avec un cout de calcul raisonnable et des évolutions de forme très limitées. L’extension d’une telle
technologie aux paramètres constitutifs non linéaires, avec les difficultés attendues en termes d’implé-
mentation et de complexité numérique, peut représenter une voie très intéressante dans un futur proche.
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