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Résumé — La déformation de microstructures constituées d’une matrice élastoplastique contenant une
population aléatoire de pores sont simulées jusqu’à rupture, identifiée par le critère de localisation de
Rice. Une forte dépendance de la déformation à rupture en fonction de l’orientation du chargement est
observée à cause de l’anisotropie des cellules cubiques de simulations. Afin de réduire le coût computa-
tionnel des simulations, un modèle de déformation à rupture est identifié en couplant par cokrigeage des
simulations sur microstructures aléatoires et sur cellules unitaires (pore unique).
Mots clés — rupture ductile, localisation, processus gaussiens.

1 Introduction

La prévision efficace de la résistance de pièces métalliques à un chargement monotone nécessite une
bonne compréhension et une bonne modélisation des mécanismes de la rupture ductile. Dans la lignée
des travaux de Gurson, des modèles analytiques ont été proposés par analyse limite, ce qui nécessite de
supposer la forme des champs de déformations. Ces modèles analytiques sont généralement vérifiés par
comparaison avec des simulations par éléments finis sur des cellules unitaires : des chargements variés
sont appliqués sur un parallélépipède élastoplastique comportant un pore central jusqu’à rupture de ce
volume élémentaire. Au delà de la vérification des modèles analytiques, ces analyses sur cellules élé-
mentaires peuvent également servir pour proposer de nouveaux modèles, identifiés à partir de la réponse
de ces cellules à une variété de chargements. Cependant, à porosité élevée, les cellules unitaires repré-
sentent incorrectement l’interaction entre pores. Des analyses sur microstructures comportant un réseau
aléatoire de pores peuvent mieux représenter cette interaction [3, 1]. L’objectif du travail présenté est
donc de continuer les travaux de [1] sur microstructures aléatoires afin d’obtenir un modèle de rupture
ductile (en particulier de coalescence) identifié à partir de simulations sur cellules aléatoires.

Des microstructures aléatoires sont donc générées et simulées jusqu’à leur rupture. Cette rupture est
déterminée par le critère de localisation de Rice, calculé à l’échelle du volume simulé. Afin de représenter
le comportement du matériau, il est nécessaire de considérer une grande variété de chargements. De
plus, les cellules de simulation sont anisotropes en raison des conditions aux limites périodiques sur
le cube ; il faut donc également tenir compte de l’orientation du chargement, l’orientation la plus faible,
conduisant à la rupture la plus précoce devant être privilégiée. La détermination du modèle nécessite donc
de nombreuses simulations sur cellules aléatoires, pour un coût computationnel élevé. Au contraire, les
simulations sur cellules unitaires sont considérablement plus rapides. Une méthodologie est développée
pour coupler les résultats des cellules unitaires et des microstructures aléatoires afin d’obtenir le modèle
de coalescence à en coût en simulation maîtrisé.

2 Méthodologie des simulations sur microstructures aléatoires

Suivant la méthode de [3] et [1] sont générées des microstructures aléatoires constituées d’une ma-
trice cubique élastique parfaitement plastique contenant une population aléatoire de pores sphériques
identiques pour une porosité totale fixée de 6%. Un exemple de microstructure ainsi que d’une cellule
unitaire, utilisée pour comparaison, est proposé en figure 1 (cellules déjà utilisées par [1]).
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Les simulations sont effectuées par le logiciel d’éléments finis Zset [10]. Des conditions aux limites
périodiques sont appliquées et une formulation en grandes déformations est utilisée. L’intégration en
chaque point de quadrature est réalisée par une méthode d’Euler implicite, puis l’équilibre statique global
est résolu par un schéma de Newton-Raphson avec une matrice tangente cohérente.

Le chargement est appliqué par une extension de la méthode de [5], qui garantit que le tenseur moyen
des contraintes de Cauchy évolue proportionnellement et garde la forme suivante :

σ̄ = σ11

 1 η12 η13
η12 η22 η23
η13 η23 η33

= Q

σI 0 0
0 σII 0
0 0 σIII

QT (1)

Les ηi j sont des constantes, Q est une matrice de rotation (constante) et les contraintes principales véri-
fient σI ≥ σII ≥ σIII . La diagonalisation de ce tenseur montre que le chargement peut être caractérisé par
son orientation (définie par Q) et par les rapports entre contraintes principales, exprimés notamment au
moyen de la triaxialité des contraintes T et du paramètre de Lode L :

T =
trσ

3σvm
L =

2σII−σI−σIII

σI−σIII
(2)

où σvm est la contrainte équivalente de von Mises.
Dans cette convention, L vaut -1 (resp. 0 ; 1) en traction simple (resp. en cisaillement ; en traction

équibiaxiale). Le comportement en rupture de la microstructure ne dépend pas uniquement des para-
mètres invariants T , L, mais également de l’orientation Q du chargement. La cellule de simulation est
en effet anisotrope, des conditions aux limites périodiques sur la cellule cubique, qui crée une situation
équivalente à un réseau périodique cubique de pores.

Lors de la simulation, la détection de la ruine de la cellule est réalisée au moyen du critère de loca-
lisation de Rice [7], étudié au niveau de la cellule. Une localisation (correspondant à la formation d’une
bande de localisation de la déformation) est détectée lorsqu’il existe une direction n telle que :

det(nkLik jlnl) = 0 (3)

où L est l’opérateur tangent macroscopique reliant la déformation moyenne et le tenseur moyen des
contraintes de Boussinesq de la cellule. Suivant une méthode de condensation [8, 9], cet opérateur tangent
est calculé à partir de la matrice de rigidité du problème d’éléments finis.

(a) Cellule unitaire (b) Cellule aléatoire

FIGURE 1 – Exemples de maillages de cellules avec une population de pores
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3 Effets de l’orientation du chargement sur la rupture

Avec la méthodologie précédente, il est possible d’étudier la localisation des cellules unitaires pour
des chargements et des orientations variés. Un exemple de bandes de localisation dans une microstruc-
ture aléatoire est présenté en figure 2. La figure 3 représente les déformations à localisation à T = 1 pour
différentes valeurs de L et pour 10 différentes orientations. Une cellule unitaire et une cellule aléatoire
sont considérées. Pour les deux cellules, la localisation est plus précoce pour |L| ' 0. Pour des para-
mètres identiques T , L, les différences d’orientation du chargement sont responsables d’une dispersion
importante des déformations à localisation. Cette forte dispersion est rendue possible par l’activation de
modes de rupture différents selon l’orientation.

FIGURE 2 – Exemple de champ de puissance plastique lors de la localisation dans une cellule aléatoire
(chargement T = 1, L =−1)
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FIGURE 3 – Déformations à localisation en fonction de L (T = 1 fixé pour 10 orientations différentes,
pour une cellule aléatoire et une cellule unitaire

Pour la recherche d’un modèle de rupture ductile ou de coalescence, seule la direction permettant la
rupture la plus précoce, correspondant à une direction faible de la cellule de simulation, doit être consi-
dérée. La restriction à une orientation de chargement particulière est susceptible de surestimer fortement
la déformation à rupture.
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4 Vers un modèle multi-fidélité de déformation à rupture

Pour construire un modèle de coalescence à partir des simulations sur cellules aléatoires, il est néces-
saire de considérer suffisamment de conditions de chargement. Le matériau contenant un réseau aléatoire
de pores est a priori isotrope, donc le comportement de rupture dépend principalement des paramètres in-
variants T , L. Néanmoins, en raison de l’anisotropie des cellules poreuses avec des conditions aux limites
périodiques, l’effet de l’orientation Q doit être également considéré. Le modèle isotrope de déformation
à localisation pour les cellules aléatoires s’obtient donc sous la forme :

Em
a (T,L) = min

Q∈SO3
Ea(T,L,Q) (4)

La construction du modèle nécessite donc d’effectuer un grand nombre de simulations sur cellules aléa-
toires (donc coûteuses d’un point de vue numérique) afin de considérer suffisamment de jeux de para-
mètres (T,L,Q) (avec Q de dimension 3).

Cependant, comme l’indiquait la figure 3, les déformations minimales à L fixé pour la cellule unitaire
et la cellule aléatoire sont corrélées (mais pas nécessairement les déformations à T , L, Q fixés). Il est donc
possible d’utiliser les résultats sur cellules unitaires (moins coûteux en temps de calcul, en raison du plus
faible nombre de degrés de liberté de la cellule) pour construire le modèle sur cellules aléatoires. La
méthodologie de cokrigeage (ou régression de processus gaussiens à plusieurs sorties [2]) permet de
combiner les résultats sur les deux types de cellules. Un grand nombre de simulations sur cellule unitaire
permet d’obtenir une prévision du modèle pour les cellules aléatoires, qui sera affinée avec un nombre
plus réduit de cellules aléatoires.

La déformation minimale Em
u pour les cellules unitaires est définie par analogie avec l’équation 4.

Le modèle de dépendance linéaire entre résultats sur cellules unitaire et aléatoire est défini par (selon la
méthode de [2]) : [

Em
u

Em
a

]
=

[
α11 α12
0 α22

][
G1
G2

]
(5)

G1 et G2 sont deux processus gaussiens indépendants de même fonction de covariance :

Cov((Gi(T,L),Gi(T ′,L′)) = exp
(
−(T −T ′)2 +(L−L′)2

2l2

)
pour i ∈ {1,2} (6)

avec l une distance de corrélation. Les processus gaussiens tiennent également compte d’un bruit blanc
d’amplitude ς. Les paramètres l, ς, α11, α12, α22 doivent être identifiés, par exemple par maximum de
vraisemblance [6]).

En raison de la minimisation de l’équation 4, les simulations sur cellules ne permettent pas d’obser-
ver directement Em

u ou Em
a . Cependant à partir des résultats de simulations sur cellules aléatoires, il est

possible de construire un modèle E∗a (T,L,Q) par krigeage simple en cinq dimensions, et d’obtenir une
approximation Em∗

a de Em
a par minimisation de E∗a . La même procédure peut être effectuée indépendam-

ment pour la cellule unitaire. En raison du faible nombre d’observations pour la cellule aléatoire, Em∗
a

sera associé à une forte variance, contrairement à Em∗
u . Le couplage entre Em∗

a et Em∗
u décrit par l’équa-

tion 5 permet donc de diminuer la variance et donc d’augmenter la confiance en les prévisions pour les
cellules aléatoires.

Cette méthodologie de cokrigeage permet également de déterminer un plan de simulations pour en-
richir efficacement le modèle déjà développé sur une première série d’expériences. Les nouvelles si-
mulations peuvent être réalisées aux points T,L où l’incertitude du modèle (indiqué par l’écart-type du
processus gaussien) est la plus grande. Puis, à T,L fixé, l’orientation peut être choisie de façon à maxi-
miser l’espérance d’amélioration du minimum proposé par le krigeage simple à cinq dimensions. [4].

5 Conclusion

La réponse de volumes contenant une répartition aléatoire de défauts à des chargements de nature
et d’orientation variées a été simulée jusqu’à la rupture des cellules. Cette rupture est identifiée par ap-
plication du critère de Rice à l’échelle de la cellule, ce qui nécessite le calcul de l’opérateur tangent
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macroscopique par condensation. Les résultats de ces simulations montrent une forte dépendance de la
ductilité à l’orientation du chargement, particulièrement pour la cellule unitaire. Ces simulations aléa-
toires peuvent être utilisées pour identifier un modèle de rupture. Afin de limiter le coût des simulations,
une méthodologie de cokrigeage a été développée afin de coupler les résultats sur cellules aléatoire et
unitaire. Une particularité de cette méthodologie est de ne pas traiter directement les résultats de simu-
lations mais de s’appuyer sur des krigeages intermédiaires permettant d’identifier les orientations dans
lesquelles les cellules sont les moins ductiles. Cette méthodologie de cokrigeage permet également de
définir des plans de simulations optimaux pour enrichir le modèle identifié.
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