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Résumé — Ce travail porte sur le développement d’un modèle du séchage convectif de produits cé-
ramiques utilisant la méthode lagrangienne actualisée pour prendre en compte le retrait de séchage. Le
modèle est appliqué au cas de l’impression 3D d’une pâte céramique où la maîtrise dimensionnelle
du retrait est une problématique majeure pour les industriels. Les équations constitutives ainsi que les
conditions limites sont présentées, puis la méthode lagrangienne actualisée est décrite. Enfin le modèle
est confronté au séchage d’un cordon de pâte d’alumine extrudé par robocasting.
Mots clés — Impression 3D, Modélisation, Séchage, Grandes déformations.

1 Introduction

L’impression 3D de pâte céramique par micro-extrusion est en plein essor. Cette technologie répond
à beaucoup des problématiques des industriels concernant le prototypage ou la fabrication de pièces à
petite échelle. Cependant, malgrès de grandes avancées sur la formulation des pâtes et sur les aspects
technique, il subsiste des difficultés parmis lesquelles : la maitrise dimensionnelle difficile des produits
finis. En effet, une fois la pièce imprimée elle doit être séchée avant de subir une cuisson pour obtenir
ses propriétés mécaniques finales. Ces deux étapes s’accompagnent d’un retrait. Une des difficultés sup-
plémentaires spécifiques à l’impression 3D est que le séchage des couches déjà déposées s’opère alors
même que la pièce est en cours d’impresion. Il est donc important de maitriser le retrait car un retrait
non-uniforme peut causer l’apparition de défauts sur la pièce et, s’il est mal pris en compte, entrainer des
dimensions finales non controlées [1, 2].

Le séchage convectif d’un produit céramique est complexe et la cinétique est influencée par de nom-
breux paramètres, aussi bien du matériau que de l’environnement de séchage [3, 4, 5]. De fait, des études
expérimentales sont très souvent nécessaires pour définir les paramètres de séchage optimaux pour un
produit. Il était donc naturel pour beaucoup de chercheurs de développer des modèles afin de prédire la
cinétique de séchage de pièces céramiques [6, 7, 8, 9]. Cependant à cause de la complexité, très peu de
modèles prennent en compte le retrait dimensionnel de la pièce explicitement lors du séchage.

Le modèle présenté dans ce résumé implique la thermique, le transfert de masse et la mécanique afin
d’obtenir des résultats précis de cinétiques y compris l’aspect dimensionnel. La partie mécanique utilise
une loi hyperélastique et a été mise en place avec la méthode lagrangienne actualisée [10, 11], ce qui
permet la modification de la géométrie à chaque incrément de temps, réduisant ainsi les surfaces exposées
au séchage pendant la simulation. Cette spécificité permet au modèle de reproduire très fidélement le
phénomène de séchage convectif.

2 Construction d’un modèle de séchage convectif d’une pâte céramique

Le séchage convectif est la technique la plus utilisée pour le séchage de produits céramiques crus.
De l’air chaud est envoyé sur la surface à sécher pour apporter la chaleur nécessaire à l’évaporation de
l’eau. Par ailleurs, le flux d’air évacue alors la vapeur d’eau qui a été formé loin de la surface du produit.
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2.1 Définition des équations constitutives

Le séchage convectif d’une céramique crue est complexe. Afin de pouvoir construire un modèle de
ce phénomène, quelques hypothèses ont été faites :
(1) la céramique crue est composée d’un squelette solide poreux homogène et d’eau liquide ;
(2) toutes les propriétés physiques pour les transferts de masse et de chaleur sont isotropes ;
(3) les mouvements de l’eau au sein du système obéissent à une loi de diffusion (loi de Fick) impliquant
un coefficient de diffusion équivalent ;
(4) l’évaporation de l’eau a lieu uniquement à la surface du produit durant le séchage.

Le modèle est composé de trois équations constitutives décrivant la température, les transferts de
masse et l’élasticité. La modélisation des transferts de chaleur utilise l’équation de la chaleur pour un
milieu isotrope. Elle est donnée par :

ρCp
∂T
∂t

+
−→
∇ ·−→Q = 0 with

−→
Q =−λ

−→
∇ T (1)

où T est la température, λ est la conductivité thermique, ρ est la masse volumique, et Cp est la chaleur
spécifique. Les transferts de masse au sein du produit sont décrits par l’équation de diffusion de masse,
donnée par :

∂C
∂t

+
−→
∇ ·−→J = 0 with

−→
J =−Dw

−→
∇C (2)

où C est la concentration en eau en mol ·m-3 et Dw est le coefficient de diffusion équivalent en m2·s-1.
Le comportement mécanique de la pâte est décrit par une loi hyperélastique décrite dans la partie 3.

2.2 Conditions limites

Lors du séchage convectif, nous avons supposé que seul la surface externe du produit est en contact
direct avec l’air environnent. L’intéraction entre cette surface et l’air implique une fine couche où la
teneur en vapeur d’eau et la temperature varient. Elle est appelée couche limite. La vitesse d’évaporation
à la surface est proportionnelle à la différence entre la teneur en vapeur d’eau de l’air (Cair) et la teneur
en vapeur d’eau dans la couche limite à la surface du produit (Cs). Le flux de masse (

−→
J )est donnée par :

−−→J ·−→n = k(Cair−Cs) sur ∂Ω (3)

où −→n est le vecteur unitaire normal sortant et k est le coefficient de transfert de masse en m·s−1. Les
deux teneurs en vapeur d’eau peuvent être liées à la pression de vapeur saturante en utilisant la loi des
gaz parfaits : {

Cair = RH Ps(Tair)
RTair

Cs = aw
Ps(Ts)

RTs

(4)

où RH est l’humidité relative de l’air, aw est l’activité de l’eau à la surface du produit, R est la constante
des gaz parfaits, et Ps est la pression de vapeur saturante de l’eau à Tair ou Ts, qui peut être calculée en
utilisant l’équation d’Antoine [12].

Pour le transfert de chaleur à la surface exposée au séchage, le flux fait intervenir deux termes. Le
premier rend compte de l’échange par convection via la loi de Newton. Le deuxième terme permet de
prendre en comptel’enthalpie de vaporisation de l’eau. Le flux de chaleur (

−→
Q ) à la surface est donné par :

−−→Q ·−→n = h(Tair−Ts)−
−→
J ·−→n (LwMw) on ∂Ω (5)

où h est le coefficient de transfert thermique, Tair est la température de l’air, Ts est la température à la
surface du produit, Mw est la masse molaire de l’eau, et Lw est l’enthalpie de vaporisation de l’eau. Le
coefficient h dépend du régime de convection de l’air, de la vitesse de l’air et de la température de la
surface.
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2.3 Paramètres du modèle

Afin d’obtenir des résultats convenables, des propriétés physiques bien déterminées doivent être in-
sérées dans le modèle. Certaines de ces propriétées dépendent de la teneur en eau et de la distribution de
l’eau dans le produit pendant le séchage. Le matériau choisi pour les expériences et le modèle est une
pâte d’alumine qui présente l’avantage d’avoir un retrait très peu anisotrope dû à la forme des grains. Les
valeurs des propriétés physiques entrées dans le modèle ont toutes été mesurées sur cette pâte. La mesure
de ces propriétés ainsi que leur implémentation dans un modèle de séchage a fait l’objet d’un article
[13]. La micro-extrusion nécessite une quantité d’eau initiale qui permet un éloignement des grains por
apporter de la plasticité à la pâte. C’est pour cette raison que la pâte subit un retrait lors de l’évaporation
de l’eau jusqu’à ce que les grains soient en contact.

3 Prise en compte du retrait grâce à la formulation lagrangienne actuali-
sée

Le retrait de séchage de la pièce est une partie très importante du phénomème de séchage. La diminu-
tion de l’aire de la surface exposée séchage, l’inégalité du retrait et les contraintes interne ainsi générées
sont des phénomèmes trés peu modélisés. Pourtant ces derniers sont cruciaux pour l’obtention de ré-
sultats en adéquation avec la réalité. Ainsi ce modèle utilise les grandes déformations avec la méthode
lagrangienne actualisée pour prendre en compte les changements de surface liées au retrait des produits
[11].

3.1 Description de la méthode lagrangienne actualisée

La Fig. 1 présente les différents configurations auxquelles les expression développées dans ce papier
feront référence.

⁰V

⁰xi

t
xi

t
ui

�tui

t+�t
xi

t
V

t+�t
V

t+�t
ui

Configuration initiale

Configuration actuelle

Nouvelle configuration

FIGURE 1 – Configurations de référence

Au temps t, la position relative de deux points s’écrit d xt i. Le gradient de la transformation s’écrit
donc :

Ft0 i j = xt0 i, j =
∂ xt i

∂ x0
j

(6)

Aucune condition limite n’est appliquée pour la partie mécanique, le principe de travail virtuel s’écrit
donc : ∫

Vt
St+∆t

t i jδ ε
t+∆t

t i jd Vt = 0 (7)

où St+∆t
t i j est le second tenseur de Piola-Kirchoff en référence au temps t et ε

t+∆t
t i j est le tenseur des

déformations de Green-Lagrange. Il est possible de décomposer chacun de ces deux termes comme la
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somme d’un terme connu et d’un incrément inconnu :

St+∆t
t i j = Stt i j +∆ St i j = Tt i j +∆ St i j (8)

ε
t+∆t

t i j = ε
t
t i j +∆ εt i j = ∆ εt i j (9)

où Tt i j est le tenseur des contraintes de Cauchy-Lagrange.
La déformation s’exprime :

ε
t+∆t

t i j =
1
2
(∆ ut i, j +∆ ut j,i +∆ ut k,i∆ ut k, j) (10)

L’incrément de déformation s’écrit alors :

∆ εt i j =
1
2
(∆ ut i, j +∆ ut j,i)+

1
2

∆ ut k,i∆ ut k, j (11)

On définit alors les incréments de déformations linéaires et non-linéaires :

∆ et i j =
1
2
(∆ ut i, j +∆ ut j,i) (12)

∆ ηt i j =
1
2

∆ ut k,i∆ ut k, j (13)

L’incrément de déformation et l’incrément de déformation virtuel en sont déduits :

∆ εt i j = ∆ et i j +∆ ηt i j (14)

δ∆ εt i j = δ∆ et i j +δ∆ ηt i j (15)

Le principe de travail virtuel devient alors :∫
Vt

∆ St i jδ∆ ε
t+∆t

t i jd Vt +
∫

Vt
Tt i jδ∆ et i jd Vt +

∫
Vt

Tt i jδ∆ ηt i jd Vt = 0 (16)

On linéarise alors le premier terme de l’expression par une série de Taylor pour obtenir :∫
Vt

Ct i jkl∆ et klδ∆ et i jd Vt +
∫

Vt
Tt i jδ∆ et i jd Vt +

∫
Vt

Tt i jδ∆ ηt i jd Vt = 0 (17)

3.2 Prise en compte du retrait

La déformation de la pièce entre un instant t − 1 et un instant t est donc fonction de la teneur en
eau C du matériau à ces deux instants. Il faut donc connaitre le comportement du matériau pour pouvoir
alimenter le modèle. Pour cela, nous nous appuyons sur une courbe de expérimentale, dite de "Bigot"
(Fig. 2) qui représente la teneur en eau (base sèche) en fonction du retrait calculé sur la longueur à la fin
de l’essai. C’est courbe est obtenue par un suivi simultané de la masse et de la longueur (via un capteur
laser) d’un échantillon.

À partir de cette courbe il est possible déterminer le retrait comme une déformation à appliquer à
chaque pas de temps en fonction de la quantité d’eau manquante à un instant t par rapport à un instant
t−1. Cette déformation intervient dans le calcul du tenseur des contraintes de Cauchy-Lagrange définit
par :

Tt i j = Ft total
0 ik St0 kl Ft total

0 jl Jt total
0

> (18)

où Ft total
0 est le tenseur du gradient de déformation qui inclut la déformation liée au retrait ayant eu lieu

sur l’incrément. Il est définit par l’expression :

Ft total
0 = Ft0 ε

t retrait
t−1 (19)
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FIGURE 2 – Courbe de Bigot d’une pâte d’alumine

dans laquelle εt retrait
t−1 correspond au tenseur de déformation lié au retrait pris par la pièce entre un

instant t− 1 et un instant t. De la même façon, Jt total
0 est la jacobienne incluant la déformation liée au

retrait pris lors du dernier incrément, elle est défini telle que :

Jt total
0 = Jt0 det( ε

t retrait
t−1 ) (20)

Le modèle actuel utilise une loi bilinéaire pour décrire le retrait, cependant une loi plus proche de celle
observée sur la Fig. 2 va être implémentée.

4 Résultats expérimentaux et simulations

Le modèle a été confronté à des résultats expérimentaux sur le séchage de cordons d’alumine, maté-
riau très utilisé pour l’impression 3D de produits céramiques.

4.1 Mesure optique du retrait

Un cordon de pâte d’alumine d’un diamètre de 1mm a été imprimé sur un support. Due à sa faible
taille, la mesure de son retrait grâce à des méthodes classique (capteurs laser ou à contact) est difficile.
La mesure a donc été effectuée à l’aide d’une caméra très haute résolution et d’un traitement des images
obtenues à l’aide d’un script python. Le traitement des images s’appuie en partie sur la librairie openCV
[14]. Des images sont prises à intervalles réguliers tout au long du séchage du cordon. Une attention
particulière est portée à l’éclairage de façon à obtenir une image de la meilleure qualité pour l’extraction
des données.

Caméra

Enceinte

Cordon

FIGURE 3 – Schéma du montage expérimental

Les images sont analysées individuellement afin de mesurer le diamètre du cordon (Fig. 4). L’uti-
lisation de plusieurs points de mesures permet d’obtenir une moyenne spatiale du diamètre et donc de
réduire le bruit sur les valeurs de retrait obtenues.
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FIGURE 4 – Cordon (en blanc) d’alumine en cours de séchage

Le traitement des images permet d’obtenir une courbe du retrait subit par le cordon au cours de son
séchage. Le séchage a eu lieu dans une enceinte avec un air à 20°C et une humidité relative de 60%.
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FIGURE 5 – Retrait de séchage d’un cordon d’alumine

La Fig. 5 montre le retrait subit par le cordon au cours du séchage. La courbe est typique du séchage
d’une pâte céramique. Elle présente une partie linéaire due au départ de l’eau du cordon puis un regon-
flement lié au relachement des contraintes internes entre les grains avec le départ de l’eau localisé aux
interfaces entre les grains.

4.2 Résultats de simulation

Le modèle a été construit sous python à l’aide de la librairie de calcul d’éléments finis FEniCS. La
simulation a été réalisée en reproduisant la géométrie du cordon observé lors de la mesure optique du
retrait à l’aide du logiciel Salome-Meca (Fig. 6).

Les conditions limites présentées en 2.2 du séchage convectif ont été appliquées aux surfaces en
contact avec l’air : un flux de chaleur et un flux de masse. La partie en contact avec le support est
soumise à une température imposée identique à celle de l’enceinte : 20°C. Les propriétés de l’air sont
également identiques à celles de l’enceinte avec une température de 20°C et une humidité relative de
60%.

Le regonflement liés au départ de l’eau n’ont pas été pris en compte dans le modèle et n’apparaissent
donc pas sur la courbe de retrait simulé. Ce phénomène apparait sur la Fig. 2 mais il est amplifié dans ce
cas dû aux contraintes qui sont appliquées lors de l’extrusion du cordon. Néanmoins, la Fig. 7 montre que
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FIGURE 6 – Géométrie du cordon utilisé pour la simulation

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Temps (en heure)

−0.005

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

Re
tra

it

Retrait expérimental
Retrait simulé

FIGURE 7 – Retrait issue de la simulation et retrait mesuré

le retrait calculé grâce au modèle est en très bonne adéquation avec le retrait expérimental. La cinétique
de séchage du modèle est donc indentique à celle de la réalité.

5 Conclusion

Un modèle multiphysique du séchage convectif utilisant la méthode langrangienne actualisée pour
prendre en compte les grandes déformations a été développé. Il permet une modélisation très fine du
séchage d’un produit céramique grâce à des paramètres précis et à la prise en compte de la déformation
de la géométrie due au retrait de séchage. La variation des surfaces exposées au séchage, en termes de
surface et de normale, rend ce modèle particulièrement intéressant pour la prédiction de la vitesse de
séchage de pièces céramiques issues de l’impression 3D.

Le modèle a permis de modéliser convenablement le séchage d’un cordon de pâte d’alumine pré-
déformé. L’utilisation des grandes déformations pour décrire la partie mécanique permettra à terme de
modéliser l’écrasement des cordons de manière dynamique ou encore l’affaissement de la pièce sous son
propre poids, qui est une problématique importante de cette technologie. La méthode lagrangienne actua-
lisée présente aussi l’avantage de faire évoluer la géométrie à chaque itération, apportant une plus grande
précision sur la prise en compte des conditions limites de convection avec par exemple de modéliser plus
fidélement le séchage par un flux d’air balayant une pièce.
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