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Résumé — Ce travail concerne la modélisation numérique de vibrations de structures en non-linéaire
géométrique couplé a un fluide externe en écoulement. Dans un premier temps un modele d’ordre ré-
duit d’une structure non-linéaire géométrique est proposé. Dans un second temps ce modele est utilisé
pour remplacer le solveur éléments finis dans le cadre d’un couplage partitionné fluide-structure sur un
exemple bidimensionnel en écoulement.

Mots clés — Dynamique des structures, modele d’ordre réduit, couplage fluide-structure, aéroélasticité,
non-linéarité géométrique.

1 Introduction

Le design des moteurs aéronautiques du futur avec des fans et hélices de grandes dimensions implique
des structures flexibles dont il faut maftriser les vibrations. Les effets non-linéaires dus aux déplacements
de grandes amplitudes de ces structures flexibles, mais également le contact et la friction entre les dif-
férentes parties des pales du moteur, peuvent agir de maniére significative sur les niveaux de vibrations.
Une modélisation non-linéaire de la structure est par conséquent nécessaire afin d’évaluer précisément
les niveaux de vibrations, et de caractériser les phénomenes aéroélastiques tels que le flottement et la ré-
ponse forcée, qui nécessitent la résolution d’un probléme couplé prenant en compte a la fois les domaines
fluide et structure. Une approche pour résoudre les problemes aéroélastiques est de coupler deux solveurs
non-linéaires différents pour le fluide et pour la structure, mais cela entraine d’une part des simulations
aux temps de calcul tres élevés pour les applications industrielles complexes et d’autre part le couplage
des solveurs n’est pas évident en terme de transfert d’informations de I’'un a I’autre. Afin de faciliter le
couplage et réduire les temps de calcul, une approche efficace consiste a coupler un solveur non-linéaire
pour la partie fluide, avec un modele d’ordre réduit non-linéaire de la structure. Dans notre cas on s’inté-
resse uniquement aux non-linéarités géométriques dues aux grands déplacements. Notre but est d’obtenir
un modele réduit (ROM) de structure indépendant du modele complet, c’est-a-dire qui n’a pas besoin de
faire appel a un quelconque solveur extérieur mais nécessite seulement de connaitre les matrices réduites
et les coordonnées/vitesses/accélérations généralisées. Le modele réduit doit étre de faible dimension et
également paramétrique pour étre utilisable dans différentes conditions de fonctionnement.

2 Modeles d’ordre réduit de structures non-linéaires

2.1 Généralités sur les modeles réduits de structure
Le comportement de la structure est étudié a 1’aide d’une modélisation classique éléments finis, dont
les degrés de liberté en déplacement, notés u, vérifient I’équation de la dynamique :
Mii + Cu + fipe (u) = f,(u, 1)
ou M et C sont respectivement les matrices de masse et d’amortissement du probleme, fiy¢ correspond

aux efforts intérieurs, et f, aux forces aérodynamiques associées au probleme d’aéroélasticité.

Une maniere de construire un modele réduit est de projeter les équations de la dynamique sur une base
de dimension réduite V bien choisie. Les déplacements sont approchés par u = Vq ou les coordonnées q



sont appelées coordonnées généralisées. Dans le cas non-linéaire, les efforts internes fin¢(u) peuvent étre
écrits comme la somme d’une composante linéaire Ku et d’'une composante non-linéaire géométrique
fa1(u) ce qui donne apreés projection 1’équation suivante :

VIMVi+VICVq+ VIKVq+ VT, (Vq) = VT, (1)

Le modele est dit réduit car la matrice V ne contient que peu de vecteurs et les matrices projetées sont
donc de faible dimension. Comme on le verra dans la section 4, les efforts aéroélastiques f, sont obtenus
a partir d’un calcul aérodynamique en utilisant une approche partitionnée entre les solveurs fluide et
structure.

2.2 Choix de la base de réduction
2.2.1 Base des modes propres et limitations en non-linéaire

Considérons les modes linéaires de la structure ® = {®;,---, P, }, obtenus par résolution de 1’équa-
tion aux valeurs propres :

(K—m%M) =0

Dans le cadre de problemes linéaires, le choix comme base de réduction des premiers modes propres,
dont les fréquences respectives se situent dans 1’intervalle d’étude, donne des bons résultats. En revanche,
dans le cadre non-linéaire, un couplage de certains modes basse fréquence avec des modes haute fré-
quence apparait. Il en résulte que le choix comme base de réduction des premiers modes linéaires n’est
plus suffisant et la base de réduction doit étre enrichie afin de prendre en compte le couplage de modes.

2.2.2 Enrichissement de la base

Si la forme des efforts extérieurs auxquels est soumise la structure est connue, des modes statiques
peuvent étre intéressants. Il s’agit de solutions non-linéaires statiques calculées a partir d’efforts exté-
rieurs imposés a la structure. L’ajout de modes statiques a la base de réduction apporte de 1’information
sur le comportement non-linéaire de la structure. De méme, si des calculs non-linéaires dynamiques
haute fidélité ont déja été menés, les modes POD (Proper Orthogonal Decomposition), obtenus par SVD
(Singular Value Decomposition) a partir d’échantillons du calcul haute fidélité contiennent de I’informa-
tion pertinente relative au comportement non-linéaire de la structure et peuvent €tre ajoutés a la base de
réduction. Cependant les modes statiques et les modes POD sont tres dépendants du cas de chargement
et de fait non adaptés a des cas des chargements variés tels que rencontrés en aérodynamique. De plus,
les modes POD nécessitent de connaitre un certain nombre de solutions non-linéaires haute fidélité, ce
qui n’est en pratique pas le cas car ce sont des calculs trés cofiteux.

Afin d’obtenir un modele réduit non-linéaire indépendant il est plus intéressant d’ajouter dans la base
de réduction des modes qui contiennent de I’information sur le couplage des différents modes linéaires
indépendamment du cas de chargement extérieur. La troncature modale n’étant pas suffisante en non-
linéaire, une idée est d’ajouter les dérivées modales dans la base de réduction, que I’on peut calculer
de différentes manicres, avec ou sans prise en compte de I'inertie [10], [13], [12]. L’inconvénient de ces
dernigres est leur pluralité. En effet, leur nombre augmente fortement en fonction du nombre de modes li-
néaires déja présents dans la base de réduction, et les dérivées modales les plus pertinentes ne sont a priori
pas connues d’avance. Rappelons que le but est d’avoir une base de réduction de trés faible dimension.
Citons également les modes duaux [6], calculés a partir de solutions statiques non-linéaires, obtenues
par imposition d’efforts extérieurs dont la forme suit celle des premiers modes linéaires. L’ information
contenue dans ces solutions non-linéaires mais non contenue dans les modes linéaires est extraite, puis
une SVD est effectuée. Finalement, parmi les solutions de la SVD, les modes ayant 1’énergie de défor-
mation maximale sont retenus comme modes duaux et ajoutés dans la base.

2.3 Approximation des efforts non-linéaires

Dans le cadre d’un couplage fluide structure partitionné, 1’intérét d’un modele réduit indépendant
pour la structure est de ne pas avoir a appeler un code FEM (Finite Element Method) pour résoudre la



structure a chaque sous-itération de couplage. Nous remarquons que dans 1’équation de la dynamique
projetée (1), la forme de 1’effort purement non-linéaire V', (Vq) ne satisfait pas au critére d’indépen-
dance du modele réduit par rapport au modele complet. En effet, ici I’effort non-linéaire est calculé dans
I’espace physique a I’aide d’un solveur FEM, a partir d’un déplacement physique approché par u ~ Vq,
pour étre ensuite projeté a nouveau dans I’espace réduit. Notre modele réduit ferait par conséquent appel
au modele complet. De plus, I’erreur sur le déplacement approché pourrait étre amplifiée par le calcul
des efforts non-linéaires sur cette déformée approchée.

Afin de construire un modele réduit indépendant, il est intéressant de connaitre 1’expression de 1’ef-
fort non-linéaire projeté de maniere explicite en fonction des coordonnées généralisées fn(q) et ainsi
résoudre le probléme structure directement dans 1’espace réduit :

M+ Cq+Kq+fu(q) =fa

Pour un probleme d’élasticité en petites déformations et grands déplacements, régit par un modele
de comportement de Saint-Venant Kirchoff, I’effort non-linéaire est une fonction polynomiale cubique
des coordonnées généralisées [8]. En notant fnf‘(q) la k-eme coordonnée de I’effort non-linéaire projeté,

on peut montrer que :
Ny Ny N

nm nm m
Tk k k
fu (@) = Z Z BijCIiCIj + Z Z Z Yiim4id j9m ()
i=1 j=i i=1 j=i m=j

avec n,, le nombre de modes de la base de réduction et Bﬁ.‘j et v;;, les coefficients des termes respective-
ment quadratiques et cubiques des coordonnées généralisées.

Afin de déterminer ces coefficients, deux méthodes se distinguent dans la littérature. Premicrement
la méthode de détermination par déplacements imposés, dite STEP [9] et ses corrections [1], [19], [14].
Il s’agit d’imposer a la structure des déplacements définis comme combinaisons linéaires bien choisies
des modes propres, puis de calculer les efforts non-linéaires associés avec un logiciel éléments finis afin
d’identifier les coefficients. La seconde est une détermination par efforts imposés, dite ICE [7], [4]. Ce
sont dans ce cas des efforts extérieurs qui sont imposés a la structure, dont la répartition suit la forme de
combinaisons linéaires des modes propres. Les solutions non-linéaires statiques associées sont calculées
ainsi que les efforts non-linéaires internes. Ensuite, les coordonnées généralisées associées sont détermi-
nées par une méthode de moindres carrés et les coefficients Bf-‘j et yj-‘jm déterminés par identification entre
la formule (2) et les efforts non-linéaires calculés par éléments finis.

3 Application a une poutre de Timoshenko

Comme cas test d’étude nous avons utilis€ un modele de poutre de Timoshenko réduite a sa ligne
moyenne [16] de propriétés : L = 1 m, épaisseur & = 5- 1073 m, profondeur b = 0.1 m, E = 104 GPa,
G = 40 GPa, p = 4400 kg.m~!. Cette poutre est bi-encastrée, chargée au centre verticalement par un
effort sinusoidal d’amplitude SON et de fréquence 35Hz (entre le ler et le 2éme mode).

3.1 Base des modes propres

La structure étant une poutre symétrique on peut tirer avantage du fait que les modes linéaires de
flexion et de membrane sont découplés afin de mieux sélectionner les modes pertinents. Dans 1’exemple
traité, la poutre est discrétisée en 20 éléments a 2 noeuds avec 3 degrés de libertés par noeud (u,v,0).
Sur les 3 x 21 degrés de liberté, six sont fixés au niveau des encastrements, ce qui conduit a 38 modes de
flexion et 19 modes de membrane.



La figure 1 représente selon 1I’axe vertical le déplacement maximal obtenu au quart de poutre en
régime permanent (sur les 3 dernieres périodes) avec le calcul réduit obtenu par résolution du systeme

(1), divisé par le déplacement du modele haute fidélité en régime permanent :
ROM
max u
[Imaxf:;Ta tmux] H L/4 ||
FEM

max u
[tmax73T7 tmax]” L/4 ||

=

On choisit d’observer I’amplitude maximale du déplacement au quart de poutre ot un déplacement de
membrane apparait contrairement au centre. Cet exemple a pour but d’illustrer le fait qu’en non-linéaire
géométrique, bien que I’excitation extérieure soit sinusoidale de fréquence située entre le premier et le
second mode de flexion, un nombre important de modes de membrane de fréquences propres tres élevées
sont nécessaires pour s’approcher de la solution haute fidélité (z = 1 sur la figure). On considére qu’une
réponse suffisamment précise est obtenue avec 5 modes de flexion et 10 modes de membrane minimum.
On peut noter que pour un nombre de modes de membrane fixé, augmenter le nombre de modes de
flexion au-dela de 5 n’améliore quasiment pas la solution.
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FIGURE 1 — Amplitude relative de la solution obtenue avec le modele réduit par rapport a la solution
haute fidélité pour une poutre bi-encastrée chargée verticalement au centre par un chargement sinusoidal
d’amplitude SON et de fréquence 35Hz (entre le ler et le 2&éme mode)

3.2 Approximation des efforts non-linéaires

La méthode ICE mentionnée précédemment permet d’obtenir une expression explicite des efforts
non-linéaires projetés en un polynome d’ordre 3 des coordonnées généralisées. De plus, la base de ré-
duction utilisée avec la méthode ICE ne contient que les premiers modes de la structure. Cela présente un
avantage car pour des structures de forme plus complexe qu’une simple poutre, les modes de membrane
et de flexion ne sont pas découplés et la détermination d’une base de réduction pertinente ne peut étre
obtenue a priori.

La figure 2 illustre sur un cas statique la capacité de la méthode ICE a capturer la non-linéarité
géométrique dans le cas de la poutre bi-encastrée. On remarque tout d’abord que malgré un déplacement
de I’ordre de I’épaisseur la non-linéarité est trés importante. On observe également qu’avec une base
de réduction contenant uniquement les 3 premiers modes (de flexion ici), le calcul réduit avec efforts
non-linéaires calculés par méthode ICE est plus précis que celui calculé a partir de la valeur approchée
de u par Vq.
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FIGURE 2 — Calcul non-linéaire statique sur la poutre bi-encastrée soumise a un effort vertical au centre
de 200N. Comparaison entre un calcul linéaire, un calcul non-linéaire, un calcul réduit (3 premiers
modes) avec efforts non-linéaires V'fy(Vq) et un calcul réduit avec efforts non-linéaires d’ordre 3 cal-
culés par condensation implicite (ICE)

En revanche, dans le cas de structures encastrées-libres, la méthode ICE atteint ses limites, méme
en statique, a cause du fort allongement de la structure dans sa longueur, alors que la base de réduction
est construite avec des modes tranverses. Afin de remédier a ce probléme il est possible d’introduire des
modes duaux dans la base de réduction ou une compensation inertielle [11]. Une approche par modes
non-linéaires peut également s’avérer efficace [15].

4 Couplage fluide-structure avec modele réduit structure

On s’intéresse maintenant a un cas de couplage fluide-structure pour lequel on souhaite utiliser le
ROM pour évaluer la dynamique de la structure. On utilise une approche partitionnée en couplant le
solveur fluide avec le ROM structure. Dans une approche partitionnée, a chaque incrément temporel,
un certain nombre de sous-itérations entre le solveur fluide et le solveur structure sont nécessaires afin
d’obtenir une solution convergée. De plus ces sous-itérations sont stabilisantes pour le couplage.

Le schéma 3 est un exemple de couplage partitionné entre le solveur fluide volumes finis elsA [2]
et un modele réduit non-linéaire résolu par I’algorithme d’intégration en temps HHT-o avec itérations
de Newton-Raphson. A chaque nouvel incrément temporel on distingue un algorithme de type point-fixe
entre le solveur fluide et le modele réduit structure. Le solveur fluide communique des efforts aérodyna-
miques au solveur structure, qui, en retour, renvoie les déplacements et vitesses associées et ainsi de suite
jusqu’a convergence de la solution et le passage au pas de temps suivant. Pour ce faire une formulation
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) est utilisée. En ce qui concerne la résolution de la structure, le
schéma d’intégration a I’origine dans elsA est un algorithme de Newmark standard (o = 0.5, § = 0.25)
linéaire. Nous avons dans un premier temps remplacé le schéma d’intégration par un algorithme de New-
mark non-linéaire incluant un calcul itératif de Newton-Raphson a chaque pas de temps. Il faut savoir
que les méthodes de la famille de Newmark présentent un intérét car ce sont des méthodes a un pas.
En revanche I’approximation de I’accélération peut introduire des perturbations déstabilisantes pour le
couplage et nous avons été confrontés a ce probleme. Il est préférable d’utiliser des méthodes HHT-o.
ou o-généralisée qui conservent une précision du second ordre en introduisant un léger amortissement
numérique [3], ce qui est stabilisant pour le couplage. Nous avons ici utilisé un schéma d’intégration
HHT-« avec aggr = 0.01. Le couplage schématisé par la figure 3 a été utilisé pour étudier le couplage
non-linéaire entre une poutre flexible située dans le sillage de Von Karmén d’un cylindre comme illustré
par la figure 4. C’est un cas que I’on retrouve régulierement dans la littérature (voir par exemple [18] ou
[17]). Il est important de noter que la non-linéarité de la structure et les grands déplacements rendent 1’in-
tégration temporelle et la déformation du maillage aérodynamique structuré (associée a la formulation
ALE) difficiles a contrdler.
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FIGURE 3 — Schéma de couplage partitionné fluide-structure entre le solveur fluide elsA et le solveur
non-linéaire réduit structure. On utilise ici la notation fpg = VTE,.
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FIGURE 4 — Interaction fluide-structure entre 1’écoulement de 1’air dans le sillage du cylindre fixe et la
poutre flexible. Visualisation sur une période de 1’amplitude de la vorticité.



Pour le cylindre fixe nous avons choisi un rayon de R = 1 m et la poutre flexible a pour dimensions :
L=4R, h=7-10">m, b= 3het propriétés : E = 100 GPa, p = 4400 kg.m 3. Le fluide est en écoulement
a Reynolds R, = 200 et a pour masse volumique py = 1.17 kg.m™3 et viscosité dynamique u = 0.4 Pa.s.
La structure est modélisée par un modele de poutre de Timoshenko réduite a sa ligne moyenne, discrétisée
en 50 éléments, et les déplacements a la paroi sont reconstruits a partir des déplacements et rotations de la
ligne moyenne. Le solveur fluide utilisé est le solveur elsA et le modele réduit structure (ICE) est résolu
par intégrateur HHT-o. Les efforts intégrés sur la surface de la poutre flexible sont illustrés par la figure
5 et la figure 6 présente la réponse au premier mode de la structure avec I’amplitude de la coordonnée
généralisée associée ainsi que 1’effort aérodynamique projeté sur ce mode.
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FIGURE 5 - Efforts aérodynamiques s’exercant sur la poutre en fonction du temps. Efforts intégrés sur
la surface, respectivement Fy a gauche et F, a droite.
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FIGURE 6 — Coordonnée généralisée associée au ler mode de vibration de la structure (en haut) et effort
aérodynamique projeté sur ce méme mode (en bas) en fonction des incréments temporels.

5 Conclusion

En non-linéaire géométrique, la réduction de modele par projection sur base modale est peu efficace
a cause de I'interaction entre les modes propres de la structure. De plus les efforts purement non-linéaires
doivent étre déterminés de maniere explicite en fonction des coordonnées généralisées afin de rendre le
modele réduit indépendant du modele complet pour faciliter le couplage avec un solveur fluide. Une
approche partitionnée pour le couplage du modele réduit structure avec le solveur fluide a été préférée
par rapport a un couplage monolithique pour deux raisons principales : d’une part car les sous-iterations
d’équilibrage entre les deux solveurs sont stabilisantes et d’autre part pour des raisons de flexibilité, c’est-
a-dire pouvoir changer ’un ou I’autre des solveurs plus aisément. Les perspectives sont I’amélioration de



la précision du modele d’ordre réduit pour les structures encastrées-libres et I’application a des structures
tournantes de type pales ou hélices a fortes non-linéarités géométriques.
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