
CSMA 2022
15ème Colloque National en Calcul des Structures

16-20 Mai 2022, Presqu’île de Giens (Var)

Détermination expérimentale de facteurs d’intensité
de contrainte généralisés - caractérisation de l’amorçage d’une fissure.

A. Doitrand1, D. Leguillon2, R. Estevez3

1 Univ Lyon, INSA-Lyon, UCBL, CNRS, MATEIS, UMR5510, F-69621 Villeurbanne, France, aurelien.doitrand@insa-lyon.fr
2 IJLRA, Sorbonne Université, CNRS UMR 7190, Paris, France, dominique.leguillon@upmc.fr
3 Université Grenoble-Alpes ? CNRS UMR 5266, SIMaP, F-38000 Grenoble, France

Résumé — Les facteurs d’intensité de contraintes généralisés (GSIF) au niveau d’une entaille en V sont
déterminés expérimentalement à partir d’essais de traction sur des éprouvettes contenant des trous carrés
de différentes tailles. La corrélation d’images est utilisée pour déterminer les champs de déplacement en
surface de l’éprouvette. La mixité de mode au niveau de l’entaille est évaluée au cours du chargement et
les GSIF à l’amorçage de la fissure sont mesurés et comparés à des résultats numériques avec un accord
raisonnable.
Mots clés — Singularité, GSIF, amorçage de fissure.

1 Introduction

Les champs de déplacement et de contrainte au voisinage d’un point singulier sont décrits par un
exposant caractéristique, une fonction angulaire et un coefficient mesurant l’intensité des champs : le
facteur d’intensité de contrainte généralisé (GSIF pour "generalized stress intensity factor"). Le GSIF
d’une fissure en milieu homogène isotrope correspond au facteur d’intensité de contrainte classiquement
utilisé pour traiter de sa propagation [1]. L’amorçage d’une fissure au niveau d’une singularité peut
être traité lorsque le GSIF atteint une valeur critique qui dépend de la géométrie du point singulier et
des propriétés mécaniques du matériau. Cette quantité est couramment utilisé pour prévoir l’amorçage
de fissure au niveau d’un point singulier ou d’une concentration de contrainte à l’aide de l’approche
asymptotique du critère couplé (CC) [2, 3, 4]. Le GSIF correspondant à un chargement donné peut
par exemple être obtenu numériquement par un ajustement au sens des moindres carrés des champs de
déplacements asymptotiques aux champs obtenus par éléments finis (EF) [5, 6, 7] ou basée sur un calcul
de densité d’énergie [8]. La détermination expérimentale de facteur d’intensité expérimentale en pointe
de fissure a déjà fait l’objet de nombreux travaux en 2D ou en 3D [9, 10, 11, 12] mais peu de travaux
ont été menés pour la détermination expérimentale de GSIF. Ces travaux sont principalement basés sur
un calcul numérique des GSIF correspondant au chargements critiques mesurés expérimentalement [6,
7, 13]. Des travaux plus récents ont concerné la détermination de GSIF à partir de champs obtenus
par corrélation d’images et d’une procédure de régression des champs de déplacements obtenus par
rapport aux champs asymptotiques [14, 15]. La méthode la plus efficace pour le calcul de GSIF est
l’utilisation d’une intégrale de contour [16, 17] qui, par construction, permet d’extraire la contribution de
chaque mode et ainsi de déterminer précisément les GSIF. L’objectif de ce travail consiste à utiliser cette
approche pour déterminer expérimentalement les GSIF au niveau d’un coin à partir de champs obtenus
par corrélation d’images. Les essais de traction sur éprouvettes contenant un trou carré sont présentés en
section 2, le calcul des GSIF est ensuite mis en place en section 3 et appliqué au suivi du chargement et
à l’amorçage de fissures en section 4.

2 Essais de caractérisation

La détermination expérimentale des GSIF est illustrée par des essais de traction uniaxiale sur des
éprouvettes de PMMA extrudé contenant un trou de forme carrée, centré et dont les côtés sont parallèles
aux côtés de l’éprouvette. Les essais de caractérisation sont menés sur une machine Zwick (cellule de
force de 20 kN). Dix configurations sont testées sur des éprouvettes de longueur 15 cm, d’épaisseur
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5,76 + 0,05 mm avec des trous dont le côté varie entre 1,2 et 15,2 mm. La largeur des éprouvette varie
entre 9,8 mm et 49,8 mm selon la taille du trou [23]. Un mouchetis est peint sur l’éprouvette et l’essai
est enregistré à une fréquence de 1 Hz avec une caméra Allied Vision Prosilica GX. En complément,
les propriétés élastiques du matériau (module de Young E = 2,7 + 0,1 GPa et coefficient de Poisson (ν
= 0,39 + 0,005)) ont été mesurées à partir d’éprouvettes sans trou. La corrélation d’images numériques
est menée à l’aide du Logiciel UFreckles [18]. Le choix de cette configuration d’essai est motivée par
un chargement mixte ouverture/cisaillement au niveau des coins du trou carré. De plus, la mixité du
chargement dépend de la taille du trou. Pour l’ensemble des éprouvettes étudiées, la rupture intervient
au niveau de deux coins situés de chaque côté du carré. L’amorçage au niveau des deux coins se fait de
manière quasi-instantanée. Pour certaines éprouvettes, un amorçage séquentiel a toutefois été observé
malgré la faible fréquence d’acquisition.

La Figure 1 représente un exemple d’éprouvette avec un trou carré de côté c = 12,28 mm avant et
après rupture. L’orientation de la fissure a été mesurée à partir d’observations au microscope de l’entaille
en V après rupture. Ces observations mettent en évidence une rupture en mode mixte puisque la fissure
n’est pas orientée selon la bissectrice de l’entaille (correspondant à une rupture en mode d’ouverture pur).
L’angle entre la fissure et la bissectrice de l’entaille est d’autant plus grand que le trou est petit, mettant en
évidence une plus grande contribution du mode de cisaillement par rapport au mode d’ouverture lorsque
la taille du trou diminue.
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FIGURE 1 – Observation d’une éprouvette avec un trou de côté c = 12,28 mm avant (gauche) et après
(droite) rupture. Le repère local utilisé pour le calcul des GSIF à l’aide de l’intégrale de contour est
indiqué au niveau de l’un des coins du trou carré sur la figure de gauche.

3 Calcul des GSIF

3.1 Singularité : exposant, modes primaux et duaux

Le champ de déplacement au voisinage d’une entaille en V s’écrit [19] :

U(r,ϕ) =C+ kIrλI u(ϕ)+ kIIrλII u(ϕ)+ ... (1)

où U est le champ de déplacement solution d’un problème élastique, C correspond à un mouvement de
corps ridige, r et ϕ sont les coordonnées polaires depuis la pointe de l’entaille. Les exposants λi (i= I, II)
et leur mode associé ui(ϕ) dépendent de la géométrie du point singulier et possiblement des propriétés
élastiques (si matériau n’est pas homogène et linéaire élastique) alors que les GSIF ki sont des fonctions
de la géométrie de l’éprouvette et du chargement appliqué. λi et ui(ϕ) peuvent être déterminés par réso-
lution d’un problème aux valeurs propres [17]. Pour une entaille de 90 ◦., les exposants de la singularité
sont λ1= 0,545 and λ2= 0,908. Les champs de déplacement correpondant aux modes primaux d’ouverture
(I) et de cisaillement (II) sont donnés dans le repère local de l’entaille (Fig. 1) par :

uI(r,ϕ) = rλ1

{
uI

r(ϕ)
uI

ϕ(ϕ)

}
and uII(r,ϕ) = rλ2

{
uII

r (ϕ)
uII

ϕ(ϕ)

}
(2)
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avec (cf., e.g., [20, 21])

uI
r(ϕ) = [cos((1+λ1)ϕ

∗)+ λL+3µL−λ1(λL+µL)
(λL+µL)(1−λ1)

sin(ω(1+λ1)/2)
sin(ω)(1−λ1)/2)cos((1−λ1)ϕ

∗)]/(2µLλ1γI−0
ϕϕ )

uI
ϕ(ϕ) = [−sin((1+λ1)ϕ

∗)− λL+3µL+λ1(λL+µL)
(λL+µL)(1−λ1)

sin(ω(1+λ1)/2)
sin(ω)(1−λ1)/2)sin((1−λ1)ϕ

∗)]/(2µLλ1γI−0
ϕϕ )

uII
r (ϕ) = [sin((1+λ2)ϕ

∗)+ λL+3µL−λ2(λL+µL)
(λL+µL)(1+λ2)

sin(ω(1+λ2)/2)
sin(ω)(1−λ2)/2)sin((1−λ2)ϕ

∗)]/(2µLλ2γII−0
rϕ )

uII
ϕ(ϕ) = [cos((1+λ2)ϕ

∗)+ λL+3µL+λ2(λL+µL)
(λL+µL)(1+λ2)

sin(ω(1+λ2)/2)
sin(ω)(1−λ2)/2)cos((1−λ2)ϕ

∗)]/(2µLλ2γII−0
rϕ )

(3)

avec
γI−0

ϕϕ = (1+λ1)sin(ω(1+λ1)/2)
(1−λ1)sin(ω(1−λ1)/2) −1

γII−0
rϕ = 1− (1−λ2)sin(ω(1+λ2)/2)

(1+λ2)sin(ω(1−λ2)/2)

(4)

λL, µL sont les constantes de Lamé, on définit l’angle ϕ∗ = ϕ−π/2 et ω = 3π

2 . Les champs de contrainte
correpondant aux modes primaux d’ouverture (I) et de cisaillement (II) sont donnés dans le repère local
de l’entaille (Fig. 1) par :

σI(r,ϕ) =


σrr

σϕϕ

σrϕ

= rλ1−1


σI

rr(ϕ)
σI

ϕϕ(ϕ)

σI
rϕ(ϕ)

 and σII(r,ϕ) = rλ2−1


σII

rr(ϕ)
σII

ϕϕ(ϕ)

σII
rϕ(ϕ)

 (5)

with
σI

rr(ϕ) = [cos((1+λ1)ϕ
∗)+ 3−λ1

1−λ1

sin(ω(1+λ1)/2)
sin(ω)(1−λ1)/2)cos((1−λ1)ϕ

∗)]/γI−0
ϕϕ

σI
ϕϕ(ϕ) = [−cos((1+λ1)ϕ

∗)+ 1+λ1
1−λ1

sin(ω(1+λ1)/2)
sin(ω(1−λ1)/2)cos((1−λ1)ϕ

∗)]/γI−0
ϕϕ

σI
rϕ(ϕ) = [−sin((1+λ1)ϕ

∗)+ sin(ω(1+λ1)/2)
sin(ω(1−λ1)/2)sin((1−λ1)ϕ

∗)]/γI−0
ϕϕ

σII
rr(ϕ) = [sin((1+λ2)ϕ

∗)+ 3−λ2
1+λ2

sin(ω(1+λ2)/2)
sin(ω(1−λ2)/2)sin((1−λ2)ϕ

∗)]/γII−0
ϕϕ

σII
ϕϕ(ϕ) = [−sin((1+λ2)ϕ

∗)+ sin(ω(1+λ2)/2)
sin(ω(1−λ2)/2)sin((1−λ1)ϕ

∗)]/γII−0
ϕϕ

σII
rϕ(ϕ) = [cos((1+λ2)ϕ

∗)− 1−λ2
1+λ2

sin(ω(1+λ2)/2)
sin(ω(1−λ2)/2)cos((1−λ2)ϕ

∗)]/γII−0
rϕ

(6)

Les champs de déplacement et de contrainte correspondant aux modes duaux peuvent être obtenu
dans le cas particulier de l’entaille en V en 2D en remplaçant λi par −λi dans les expressions données
pour les modes primaux.

3.2 L’intégrale de contour pour le calcul des GSIF

Le calcul des GSIF au niveau d’une singularité peut être mené à partir d’une intégrale de contour
Ψ(U ,V ) =

∫
Γ
[σ(U).n.V −σ(V ).n.U ]d`, faisant intervenir les champs de déplacements et de contraintes

(mesurés ou calculés) au niveau d’un point singulier dans une structure, ainsi que les champs de dé-
placements et de contraintes des modes primaux et duaux de la singularité. Γ est un contour arbitraire
contenant le point singulier commençant et finissant sur les surface libres de l’entaille. l’intégrale est
alors indépendante du contour choisi sous ces conditions [25]. σ(U) est le champ de contrainte associé
au champ de déplacement U via la loi de Hooke, n est la normale à Γ pointant vers l’origine. Les proprié-
tés de l’intégrale de contour mènent à montrer que si α et β sont des exponsants singuliers correspondant
aux modes uα(ϕ) and uβ(ϕ), alors β 6= −α =⇒ Ψ(rαuα,r

βuβ) = 0. Cette propriété permet alors d’ex-
traire directement le GSIF d’un mode d’une singularité sans avoir recours à une étape de régression des
champs de déplacement :

ki =
Ψ(UDIC,r−λiu−)
Ψ(rλiu,r−λiu−)

(7)

On peut noter que cette approche permet de calculer le GSIF d’un mode d’une singularité, et en particu-
lier pour une fissure, les facteurs d’intensité de contrainte, T-stress, B-stress par exemple.

3.3 Calcul de GSIF à partir de champs expérimentaux

Le calcul des GSIF nécessite la mesure des champs de déplacement et de contrainte. Ces quantités
sont directement accessibles via un calcul par EF par exemple. Dans le cas d’une mesure de champs par
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corrélation d’images, le champ de déplacement est mesuré, et permet d’obtenir le champ de déforma-
tion par dérivation spatiale. Le champ de contrainte peut alors être obtenu sous l’hypothèse d’une loi de
comportement, choisie linéaire élastique isotrope dans le cas présent. Le calcul de l’intégrale de contour
nécessite également la définition d’un contour Γ. Nous choisissons un contour circulaire commençant et
finissant sur les bords libres de l’entaille en s’assurant que les points d’intégration sur le contour sont
situés dans la zone où les champs ont été mesurés par corrélation d’images. Les déplacements et les
contraintes le long de ce contour sont interpolés à partir des champs mesurés. Les modes primaux et
duaux de la singularité sont ensuite calculés à partir des expressions données en Section 3.1. Les diffé-
rents champs sont enfin exprimés en coordonnées cartésiennes dans le repère de l’entaille pour aboutir au
calcul de l’intégrale de contour. L’intégrale de contour Ψ(uDIC,uJ−) (avec uJ− le champ de déplacement
dual, J = I pour le mode d’ouverture et J = II pour le mode de cisaillement ) est calculée sur le contour
choisi et permet de calculer le GSIF du mode correspondant (Eqn. (7)). Cette approche est mise en appli-
cation dans la section suivante pour calculer les GSIF au niveau des entailles des éprouvettes contenant
des trous carrés. l’approche proposée est valide pour des matériaux présentant des comportements li-
néaires élastiques et pourrait également s’étendre à des comportements non-linéaires par exemple pour
évaluer l’influence d’une zone d’élaboration ou de plasticité en pointe de fissure sur les GSIF apparents.

4 Facteurs d’intensité de contrainte généralisés

La Figure 2 montre un exemple de calcul des GSIF correspondant aux modes d’ouverture (kI) et
de cisaillement (kII) au niveau d’une entaille pour l’éprouvette avec un trou de côté c = 6,16 mm. On
peut noter la présence d’intervalles d’incertitudes autour des courbes en traits pleins. Ces intervalles ont
été obtenus en implémentant l’intégrale de contour sur 10 contours circulaires avec différents rayons de
sorte à prendre en compte l’incertitude sur la mesure du champs de déplacement obtenu par corrélation
d’images. L’incertitude sur le calcul des GSIF est légèrement supérieure pour le mode de cisaillement que
pour le mode d’ouverture. Les GSIF varient de manière quasi-linéaire en fonction de la contrainte impo-
sée excepté pour des niveaux de contrainte inférieurs à 2 MPa. Le signe du GSIF du mode de cisaillement
change selon le coin considéré. Un intérêt pratique de la méthode proposée est la possibilité de calculer
la variation des GSIF en fonction du chargement imposé au cours d’un essai. Cela permet par exemple
d’évaluer une possible dissymétrie dans le chargement. Dans le cas présent, il est possible d’identifier
le coin présentant le facteur d’intensité des contraintes correspondant au mode d’ouverture maximum,
c’est-à-dire le coin représenté par un rond noir sur la Figure 2. On peut noter que pour l’ensemble des
éprouvettes testées, les fissures des deux coins gauche et droit correspondent au GSIF d’ouverture maxi-

(a) (b)
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34

FIGURE 2 – Variation des GSIF correspondant au modes d’ouverture (gauche) et de cisaillement (droite)
au niveau des quatre coins du trou carré en fonction de la contrainte de traction imposée.
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mum. Cette analyse permet également d’estimer la mixité de mode ψ = tan−1( kII
kI

LλII−λI
mat ) [22] au niveau

de chaque coin. Dans le cas présent, celle-ci varie peu entre les 4 coins et est quasiment constante pour
des niveaux de contraintes imposés supérieurs à 2 MPa, ce qui n’était pas le cas sur l’ensemble des
éprouvettes testées. L’observation d’une telle différence indique une possible dissymétrie dans l’appli-
cation du chargement, qui peut alors être corrigée si l’approche mise en place est utilisée au cours d’un
essai mécanique.

Les GSIFS à l’amorçage des fissures ont été calculés pour les différents coins en fonction de la taille
du trou de l’éprouvette, et calculés par ailleurs à l’aide de l’approche du critère couplé [2, 4, 23] (Fig.
3). Les prédictions numériques sous-estiment un peu les résultats expérimentaux en particulier pour les
plus petites tailles de trou. Un accord raisonnable est toutefois obtenu entre les GSIF mesurés expéri-

(b)(a)

FIGURE 3 – Variation des GSIF correspondant aux modes d’ouverture (gauche) et de cisaillement (droite)
mesurés à l’amorçage de la fissuration en fonction de la taille du trou carré obtenus expérimentalement
et numériquement avec l’approche asymptotique (MA) ou éléments finis (FF) du critère couplé.

mentalement et les résultats obtenus numériquement étant données les sources d’incertitude possibles.
Par exemple, la découpe laser des éprouvettes peut entrainer des contraintes résiduelles ou induire des
petits défauts au niveau de l’entaille. De plus, le calcul des GSIF est basée sur une analyse 2D. En réa-
lité, comme les champs de déplacements sont mesurés en surface de l’éprouvette, la singularité 3D de
l’entaille en bord d’éprouvette est légèrement différente de la singularité 2D (qui correspond à l’entaille
au milieu de l’éprouvette). L’exposant du mode d’ouverture de la singularité 3D en bord est 0,669 contre
0,545 en 2D. De plus, il n’y a que 2 modes singuliers en bord d’éprouvette en 3D (3 modes en 2D ou
en 3D au centre de l’éprouvette), le mode de cisaillement étant alors une combinaison des deux modes
de cisaillement 2D. Enfin, les trous obtenus par découpe laser peuvent présenter un léger arrondi au ni-
veau des coins, dont le rayon est estimé à 200 µm. La prise en compte du rayon d’entaille a pour effet
d’augmenter le GSIF apparent à l’amorçage de la fissure par rapport à un coin "parfait". [3].

5 Conclusion

Sous sollicitation de traction uniaxiale, un amorçage de fissure en mode mixte est observé au niveau
des coins d’un trou carré au centre de l’éprouvette. La contribution du mode de cisaillement est d’au-
tant plus prononcée que la taille du trou diminue. Les GSIF des point singuliers au niveau des coins du
trou peuvent être obtenus à partir des champs de déplacements mesurés par corrélation d’images et des
champs asymptotiques primaux et duaux correspondant aux modes d’ouverture et de cisaillement. La
mesure des GSIF au cours de l’essai permet à la fois d’évaluer le chargement en termes de symétrie,
d’intensité, mais aussi de déterminer leurs valeurs critiques au moment de l’amorçage des fissures, qui
intervient au niveau d’un coin où le GSIF d’ouverture est le plus élevé. Les valeurs prédites numérique-
ment avec le critère couplé donnent un accord raisonnable avec les GSIF mesurés expérimentalement.
Une perspective de ce travail consistera à étendre le détermination expérimentale des GSIF d’une singu-
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larité 3D [24, 25] à partir de champs de déplacement mesurés par corrélation d’images volumiques lors
d’essais in-situ.
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