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Résumé — Nous présentons les résultats d’utilisation de 1’analyse isogéométrique (IGA) couplée aux
techniques « quadrature pondérée » (WQ) et « sans matrice » (MF) dans la résolution de 1’équation de
la chaleur stationnaire dans un milieu isotrope. Ces travaux ont pour but d’évaluer et de présenter la
performance de chaque méthode ainsi que leurs avantages et inconvénients afin de les comparer et d’avoir
une perspective plus approfondie selon les différents besoins lors d’une simulation d’un procédé thermo-
mécanique.

Mots clés — Analyse isogéométrique, quadrature pondérée, sans matrice.

1 Contexte de recherche

Depuis quelques décennies, le calcul numérique au niveau industriel s’accélere et, grace a cela, il est
aujourd’hui possible de modéliser de maniere fiable différents phénomenes physiques. Cependant, les
simulations numériques peuvent parfois nécessiter de nombreuses heures de calcul ou des outils haut de
gamme, tels que des super-ordinateurs, pour gérer des modeles plus complexes. C’est le cas de certains
procédés thermo-mécaniques comme le soudage multi-passes et la fabrication additive. Par exemple, la
simulation d’un procédé de soudage multi-passes dans un logiciel commercial peut prendre 15 jours sur
8 CPU pour un modele industriel simple [1] ou 60 000 heures-CPU sur un super-ordinateur pour des
cas plus complexes [2]. Parmi les méthodes actuelles mises en ceuvre pour améliorer les performances
numériques, on trouve le maillage adaptatif, des techniques de sous-structuration globale ou locale, ou
des techniques de parallélisation des processus. Malheureusement, ces méthodes n’ont pas réussi a ré-
duire considérablement le temps de calcul. Néanmoins, depuis quelques années, d’autres techniques dont
I’analyse isogéométrique (IGA) ont été développées afin de réduire le temps de calcul tout en conservant
la précision. L’objectif de ce travail est donc d’évaluer les performances de I’analyse isogéométrique
(IGA) couplée aux approches « quadrature pondérée » (WQ) et « sans matrice » (MF) dans la résolution
de I’équation de la chaleur.

2 Equation de la chaleur

Considérons I’étude du transfert thermique dans un milieu isotrope, avec conductivité thermique u et
capacité thermique volumique G constantes, et des conditions de Dirichlet sur les bords de fagon que :

Etant donné f : Q — R, trouver T : Q@ — R tel que :

oT
—,quT—i-Gg =f  dans Q, (1)
T=0 sur 0Q.

Gréce 2 la méthode de Bubnov-Galerkin, la solution 7 est approchée par la fonction T” considérée
comme étant dans un espace d’approximation de dimension finie 9" Puisque cet espace discret 7" est
composé par un nombre fini de fonctions de base R, il est possible de trouver la solution approximative
de I’équation (1) en résolvant le systeme d’équations (2) :
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ot K et C sont respectivement les matrices de conductivité thermique et de capacité thermique, et IF est
le vecteur du terme source par unité de volume. Leurs composantes sont calculées de la fagon suivante :

Kij:/yVR,-(x)VRj(x)dx,
Q

Cij:/gchi(x)Rj(x)dx, (3)

F; — /Q Ri(x) f(x)dx.

3 Analyse isogéométrique

3.1 Quelques définitions

L’analyse isogéométrique (IGA) est une méthode de calcul numérique introduite par T. Hughes dont
I’idée est d’utiliser les fonctions de forme de la géométrie pour représenter la solution numérique [3].
Parmi les différentes techniques utilisées pour définir la géométrie, la plus largement utilisée est I’emploi
de fonctions B-spline (cf. figure 1) dont les principaux avantages sont la stabilité numérique et la facilité
d’étre générées grace a des algorithmes déja existants comme celui de De Boor-Cox [4].
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FIGURE 1 — Fonctions B-spline de degré p =3 FIGURE 2 — Produit tensoriel des fonctions B-
et nombre d’éléments nb,; = 6. spline unidimensionnelles.

Dans I’approche IGA, le domaine physique €2 peut étre défini comme la transformation géométrique
du domaine paramétrique Q = [0, 1]¢, avec d le nombre de dimensions. De cette fagon,

Q=1(0), avec (%) =Y CiBi(%), )

ou C; sont les points de controles et B; sont des fonctions B-spline définies dans Q. Ces fonctions peuvent
étre représentées comme le produit tensoriel des fonctions B-spline définies dans 1’espace paramétrique
unidimensionnel [0, 1], comme la figure 2 le montre pour un cas bidimensionnel. Le grand avantage de
ce fait est le traitement des problemes de plusieurs dimensions en utilisant des concepts tres simples
employés dans un cas unidimensionnel.

D’autre part, étant donné que 1’approche IGA se base sur le paradigme isoparamétrique, les fonctions
R; sont alors définies comme R; = B;ot ! et les intégrales sont calculées apres le changement de variable
#=1"1(x). Les composantes de K, C et F sont donc calculées par :

Ky = [ VBT() (710 T den (1)) VB (5)d,
Cij = QB,'()?) (o det(J))B;(%)dx, 5)
F; = /Q B;(%) f(%) det(J) d%,

ou J est la matrice jacobienne de la transformation géométrique .



3.2 Assemblage des matrices

La construction des matrices dans la méthode de Galerkin se fait a travers 1’assemblage des matrices
élémentaires comme dans la méthode des éléments finis (EF). Il s’agit de diviser le domaine Q en N
éléments ey, ---, ey, de calculer les matrices locales en utilisant les fonctions non-nulles sur 1’élément
et de boucler sur I’ensemble des éléments afin d’obtenir les matrices globales de la relation (5). Les
composantes de la matrice de capacité thermique C sont de cette facon calculées par :

N
/ Bi(X) o det (J)B;(%)dt = Z B;(X) o det (J)B (%) dx. ©6)
Q n=1v¢én

Pour calculer numériquement chacune des intégrales élémentaires, il est nécessaire d’utiliser une
formule de quadrature. Grace a la quadrature de Gauss-Legendre, I’une des plus utilisées, il est possible

de calculer les intégrales de la relation (6) en utilisant la régle suivante :

I, = / Bi(%) 0 det (/)B;(£) df ~ ¥ Bi(xi) ()0 det (J) B (xp), %
e k

ol x; et ®(xg) sont respectivement la position et le poids de points d’intégration dans 1’élément e,,.

3.3 Méthode efficace pour le calcul matriciel

Bien que I’assemblage des matrices élémentaires soit une technique répandue dans la méthode EF
et souvent employée dans IGA [3], il n’est en aucun cas la plus efficace pour elle. Parmi les techniques
développées les plus efficaces, on trouve la somme-factorisation qui cherche a exploiter le produit tenso-
riel présent dans la structure des fonctions B-splines. Puisque B; se définit comme le produit tensoriel de
fonctions B-spline unidimensionnelles, alors les matrices K et C peuvent étre aussi considérées comme
le produit tensoriel des intégrales définies sur chaque dimension. Par exemple, dans un cas bidimension-
nel ot B;(£) = B;, (£1) ® Bj,(%2), les intégrales sur ’élément e, = [an,, by, ] X [an,, by,] de la relation (6)
sont calculées par :

b,
L, = B, (%1)Bj, (%) ® [

anl

b,
: Bj,(%2) Bj, (%2) c(1, fz)dfz] dxy, €))

a}lz

ol ¢(%1, £,) = o det (/). En utilisant une régle de quadrature sur chacune des dimensions, on obtient :

L, ~ Z
ky

Pour plus de détails, il est recommandé d’aller voir le travail de G. Sangalli et al. [5].

o(xr, ) By, (%) Bjy (xx,) @ Y 0(xa,) Biy (%) B, (3, ) (3, xkz)] : ©)
ko

3.4 Etude de transfert thermique en 2 dimensions

Afin d’évaluer I’efficacité de I’approche IGA-Galerkin, nous avons fait I’étude du transfert thermique
stationnaire bidimensionnel dans un milieu isotrope avec une source de chaleur de type sinusoidal dont
la formulation est la suivante :

’T 0T
“\ae "oy
Ta0) =0 Tie=1y) =0,

) = sin (mx)sin(my) dans]0, 1[x]0, 1],
(10)

Ty =0 Tieyer) =0.

La figure 3 présente la solution de ce probleme en utilisant des fonctions B-spline de degré p = 3 et
un nombre d’éléments nb,; = 6. Puisque la solution exacte du probléme est T = 1/(27?) sin (7x) sin (7y),
il est possible de tracer la norme L, de I’erreur en fonction du nombre d’éléments sur chaque dimension
pour un degré p donné comme présenté sur la figure 4. A partir de ces résultats, il faut noter que la norme
L, dépend exponentiellement du nombre d’éléments, ce qui signifie que la pente de chaque courbe p est
égale a p+ 1. Pour ce probléme, on a une erreur plus faible en utilisant des polynomes de haut degré et
tres peu d’éléments plutdt qu’en utilisant des polyndmes de bas degré et plusieurs éléments.
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FIGURE 3 — Répresentation 2D de la solution FIGURE 4 — Courbes de convergence de 1’ap-
de I’équation (10) pour p =3 et nb,; = 6. proche IGA-Galerkin.

4 Approche quadrature pondérée

4.1 Quelques définitions

Les inconvénients de I’approche IGA-Galerkin sont I’assemblage élément par élément, car les ma-
trices élémentaires dans 1’approche IGA-Galerkin ne sont pas creuses (cf. figure 5) ayant un cofit de
calcul assez €levé; et le besoin d’une grande quantité de points de quadrature de Gauss pour avoir des
résultats le plus proche possible des intégrales exactes (cf. figure 6). La conséquence principale est le
colit de calcul important qui augmente pour les degrés polynomiaux élevés. L’approche « quadrature
pondérée » (WQ) propose, fortement, de ne pas continuer & assembler les matrices globales élément
par élément, mais de calculer chaque ligne en utilisant une régle de quadrature pondérée spécialement
congue pour elle. En particulier, la régle de quadrature QQ; pour la i-eme ligne de C établit :

o BB () (el By () = T W)l By Vi an

ou les poids de quadrature W;(x;) aux points d’intégration x; dans Q ne sont pas connus mais peuvent
étre calculés numériquement comme la solution de la condition d’exactitude suivante :

/B £)dz = Q;(B ZW x) B (). (12)

L’intérét de cette idée repose sur 1’exploitation du produit tensoriel étant donné que les poids de qua-
drature dans un cas multidimensionnel s’expriment aussi comme le produit tensoriel des poids calculés
dans chaque dimension, de facon que W;(x;) = W;, (x¢,) @ - -- @ W, (xx,, ). D autre part, I’approche WQ
propose de choisir beaucoup moins de points d’intégration (cf. figure 7) tout en conservant le méme
ordre d’approximation. Cette proposition se base sur le fait qu’une fonction B; est nulle a I’extérieur du

support sur lequel elle est définie. Cela implique qu’il existe des intégrales du type / B;(X) B;(%)dx qui
o}

sont nulles et il ne vaut donc pas la peine de choisir autant de points d’intégration qu’avec la méthode de
Galerkin en utilisant la quadrature de Gauss-Legendre.
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4.2 Position des points d’intégration

Dans un cas unidimensionnel, les points de quadrature sont choisis en utilisant la régle dite mid-point
laquelle propose que les points doivent étre les nceuds de 1’élément et le point du milieu. Le premier et le
dernier élément sont une exception : p points équidistants a I’intérieur de I’élément doivent étre choisis
en plus des nceuds de I’élément. Par exemple, pour p = 3 et nb,; = 6, les points de quadrature sont
représentés sur la figure 8.

0 1/12 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 11/12 1

T 1s 14 5/12 7/12 34 78 2324

FIGURE 8 — Points d’intégration IGA-WQ pour {0, 0, 0,0, 1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,1, 1, 1}.

4.3 Poids des points d’intégration

Dans un cas unidimensionnel, la démarche pour calculer les poids d’intégration W;(xy) est :
— Trouver la position des points d’intégration x; dans ’espace Q = [0, 1].

— Trouver I’ensemble P des points d’intégration ou la fonction B; est non-nulle.

— Trouver ’ensemble ¥ des fonctions dont le support intersecte celui de la fonction B;.

1
— En utilisant la régle de quadrature de Gauss, calculer les intégrales exactes / Bi(x)Bj(x)dx ou
0

B appartient a F, et construire le sous-vecteur 1.
— Evaluer les fonctions de I’ensemble F aux points d’intégration appartenant 2 P et construire la
sous-matrice B.

— Résoudre le systeme d’équations linéaire : B W = I, ou ‘W est le sous-vecteur de poids de points

appartenant a P a partir duquel W; est construit.

I faut noter que, pour les fonctions dont le support contient des points d’intégration aux bords, le
systéme matriciel a résoudre peut étre sous-déterminé, déterminé ou sur-déterminé. Dans la littérature,
la méthode des moindres carrés et la méthode de la solution de norme minimale sont les approches les
plus utilisées. Pour plus de détails, il est recommandé d’aller voir le travail de M. Tani et al. [6].

4.4 Réduction du temps de calcul

Parmi les propriétés des fonctions B-spline, la répétition est I’une des plus intéressantes. Supposons
que I’on cherche a trouver la regle d’intégration des fonctions unidimensionnelles pour p =3 et nb,; =11
comme présenté a la figure 9. On observe que seulement les p 4 2 premieres fonctions sont différentes,
les autres fonctions éloignées des bords ont une allure identique. 1l suffit de calculer le poids d’intégration
des p + 2 premieres fonctions et de répéter le motif pour les autres restantes.

0.0 0.5 1.0
FIGURE 9 — Fonctions B-spline de degré p = 3 et nombre d’éléments nb,; = 11.

Pour les cas ayant un nombre élevé d’éléments, il n’est plus nécessaire de calculer la regle d’intégra-
tion pour toutes les fonctions, ce qui a un cofit de calcul relativement élevé ; mais plutdt de concevoir un
algorithme pour effectuer ce calcul efficacement. Apres avoir implémenté notre algorithme, nous avons
calculé le temps dont la machine a besoin pour construire les éléments qui interviennent dans 1’équation
de la chaleur stationnaire (K et IF) dans les approches IGA-Galerkin et IGA-WQ.



A partir des résultats illustrés sur les figures 10 et 11, nous pouvons affirmer que ’approche IGA-
WQ par rapport a IGA-Galerkin permet de réduire le temps de calcul d’un facteur d’environ 12 pour
les polyndmes de haut degré. Ces résultats obtenus pour le cas bidimensionnel sont trés prometteurs
parce que 1’on aurait un facteur d’accélération plus important en augmentant le nombre de dimensions.
Les résultats de I’approche IGA-Galerkin montrent une dépendance du temps de calcul avec le nombre
d’éléments. Cependant, cette tendance n’est pas observée avec 1’approche IGA-WQ, car le temps de
calcul a tendance a augmenter trés peu en fonction du nombre d’éléments. Cela voudrait dire que I’on
peut augmenter le nombre d’éléments ou le degré du polyndme selon nos besoins sans que cela signifie
une augmentation importante du temps de calcul.
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FIGURE 10 — Temps d’assemblage élément par FIGURE 11 — Temps d’assemblage ligne par
élément dans I’approche IGA-Galerkin. ligne des matrices dans 1’approche IGA-WQ.

4.5 Aspects techniques du calcul des poids

Bien que I’'implémentation de I’approche IGA-WQ aide a réduire le temps de calcul de quelques
ordres de grandeur, il existe un inconvénient lors du calcul des poids d’intégration sur les bords du
domaine : un systeéme matriciel mal-conditionné. Quand on résout le systeme matriciel BW = I, il
est fort probable que la matrice B est mal-conditionnée, et donc I’erreur de la solution risque d’étre
tres important. Ce probléme s’aggrave lorsque 1’on augmente le degré du polyndme comme observé
sur la figure 12. Il faut donc minimiser cette erreur en utilisant des méthodes numériques permettant
de contourner le probleme du mauvais conditionnement. Parmi les techniques existantes, on trouve la
méthode du pivot de Gauss, la décomposition QR et méme des méthodes itératives.

L’ utilisation de la méthode du pivot de Gauss permet effectivement d’améliorer les résultats, ce qui
peut étre observé sur les courbes de convergence pour les polyndomes de degré élevé tel que la figure 13 le
montre. Cependant, cet effort pour améliorer le degré de précision de la méthode WQ doit se poursuivre,
car la précision de la solution en dépend.
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FIGURE 12 — Courbes de convergence de 1’ap- FIGURE 13 — Courbes de convergence de 1’ap-
proche IGA-WQ : méthode des moindres car- proche IGA-WQ : méthode des moindres car-
rés ou norme minimale. Systeme résolu par in- rés ou norme minimale. Systeme résolu par dé-
version matricielle. composition LU.



5 Approche sans matrice

Afin d’améliorer I’efficacité du calcul, I’approche « sans matrice » (MF) propose de ne pas stocker
les matrices K ou C, mais d’utiliser des algorithmes itératifs tel que la méthode du gradient conjugué
pour résoudre le systeme matriciel (2). Le but de coupler I’approche MF a I’approche IGA-WQ est donc
de réduire la mémoire vive nécessaire pour résoudre le systeme matriciel. Pour illustrer I’approche MF,
supposons que I’on cherche a calculer le vecteur Cu, ou le vecteur u est connu. En utilisant la relation
(11), on observe que :

(Cu); = Z(C,-juj = Z <zk"Wi(Xk) c(x) Bj(xk)> uj = zk"Wi(Xk) c(x) (Z B (xy) uj> . (13)

Si on définit u,(£) = Y B;(£) u;, on obtient la relation :
J

(Cu); ~ ;Wi(xk) [c(xi) un(xi)] (14)

ce qui signifie que calculer la i-¢me composante de Cu revient a calculer ’intégrale de la fonction c u (%)
en utilisant la i-¢me reégle de quadrature.

Le méme principe peut étre appliqué pour calculer le vecteur Ku, avec 1’exception que le calcul
de K;; introduit les dérivées des fonctions B-spline B; tel que montré dans 1’équation (5). Il est donc
nécessaire de construire 4 regles de quadrature différentes par dimension afin d’évaluer les intégrales :

1 1 1 1
/0 Bi(x) Bj(x)dx, /0 B(x)B i(x)dx, /0 Bi(x) Blj (x)dxet /0 B;(x) Blj (x)dx.

Tel que I’explique Sangalli et al. [7], pour évaluer le vecteur Ku en utilisant 1I’approche IGA-WQ-
MF, on n’a besoin de stocker que les 4 matrices de poids d’intégration W = {W;(x;), Vi}, la matrice
des fonctions B-spline By = {B;(xx), Vj} et la matrice de leurs dérivées B; = {B; (xx), Vj} évaluées aux
points d’intégration x;. De cette facon, il est possible de calculer le vecteur K p, qui intervient dans la
boucle du gradient conjugué sans avoir besoin de construire K. Les étapes de 1’algorithme sont alors :

Algorithme du gradient conjugué - MF

Input: W, By, B;,F,e,n > € : écart de tolérance, n : nombre d’itérations
Output: T
I: g« F Po <10
2: forr=0,1,...,ndo
3: | if rTr, <€2rlro then On sort de la boucle end if
4

Calculer le vecteur v, = K p; a partir de (14) adaptée a la matrice de conductivité.
r,T Iy

5: O < T

pPr v

6: Liii<Ti+0p rp1<r—0 v

rl 1 7t+1

i+

7: Br T, Pt T +Be i
t 't

end for
9: Le résultat est 7;

o]

Les figures 14 et 15 montrent la mémoire vive utilisée dans la résolution de 1’équation du transfert
thermique (10) en fonction du temps pour chaque approche et pour 2 cas différents. Les approches IGA-
Galerkin et IGA-WQ utilisent la décomposition LU avec pivotement partiel pour résoudre le systeéme
matriciel. Les résultats montrent que pour la méme précision de la solution, les approches IGA-Galerkin
et IGA-WQ ont besoin d’au moins 7 fois plus de mémoire que I’approche IGA-MF-WQ pour le cas
nb,; = 80. D’autre part, les figures 16 et 17 montrent la mémoire vive utilisée pour chaque approche en
utilisant une méthode itérative tel que le gradient conjugué. Dans tous les cas, on constate que bien que la
méthode itérative couplée aux approches IGA et WQ permettent de diminuer la mémoire de stockage par
rapport les méthodes directes, c’est le triplet des approches IGA-WQ-MF qui utilise mieux les ressources
de calcul dont on dispose.
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FIGURE 15 — Mémoire vive pour p = 3 et
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plées a la décomposition LU.

500

400

300

200

Memory used (in MiB)

100

0

200

150

100

50—

I —— IGA-Galerkin
IGA-WQ
— IGA-MF-WQ

0

10

20

30 40 50 60 70
Time (s)

FIGURE 17 — Mémoire vive pour p = 3 et
nb,; = 80. IGA-Galerkin et IGA-WQ cou-

plées au gradient conjugué. plées au gradient conjugué.

6 Conclusion

L’ objectif principal de ce travail a été d’analyser les performances de différentes approches. D’une

part, I’approche IGA en profitant de la stabilité numérique des fonctions B-spline permet d’augmenter
le degré du polyndme sans que cela ne signifie ’introduction d’erreurs. Grace au couplage IGA-WQ,
on obtient des résultats trés prometteurs parce qu’il est possible de réduire considérablement le temps
d’assemblage des matrices globales. Le triplet IGA-WQ-MF permet de réduire tant le temps de calcul
que la mémoire de stockage. Il est important a noter que ces approches ont changé tout le paradigme des
codes de calcul des éléments finis existant. Aujourd’hui, I’enjeu principal est de poursuivre la mise en
ceuvre de ce nouveau paradigme pour des géométries complexes, en thermo-mécanique instationnaire.
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