CSMA 2022

15eéme Colloque National en Calcul des Structures
16-20 Mai 2022, Presqu’ile de Giens (Var)

Une stratégie d’optimisation structurelle avec matériaux micro-
architecturés et présence d’incertitudes

C. Chu!, D. Dureisseix!, B. Faverjon', N. Blal'

' Univ Lyon, INSA Lyon, CNRS, LaMCoS, UMR5259, 69621 Villeurbanne, France

Résumé — [’optimisation de structures fabriquées a partir de matériaux micro-architecturés pose le
probleme du colit numérique. Une stratégie couplant homogénéisation, modeles réduits, optimisations
topologique (a 1’échelle de la structure) et paramétrique (a 1’échelle de la microstructure) est proposée
pour permettre une analyse multiéchelle avec propagation d’incertitudes et optimisation robuste. Les
exemples d’application concernent les problemes thermo-mécaniques.
Mots clés — multiéchelle, multiphysique, propagation d’incertitudes.

1 Introduction

L’ optimisation topologique est un exemple de conception qui se base sur 1’utilisation de la simu-
lation numérique pour prédire les performances d’une structure qui n’existe pas encore, mais dont on
souhaite guider le dimensionnement, [8} [14]. Ces approches relevent de la classe des problémes inverses
many-query (comme la propagation d’incertitude) qui font de nombreux appels au probleme direct de la
prédiction des performances d’une structure donnée. Ce probléme direct doit donc pouvoir étre résolu a
faible colit de calcul.

Dans le cas ou on utilise des matériaux micro-architecturés (par exemple des matériaux hétérogenes
dont la microstructure est constituée de plusieurs phases), et avec les techniques de fabrication additive
de type impression 3D, la microstructure (géométrie et/ou phases) peut aussi étre optimisée a petite
échelle, [[7]. Des techniques efficaces doivent alors étre mises en place pour éviter 1’explosion des cofits
de calcul. Un autre objectif est aussi d’assurer la fabricabilité, avec des contraintes sur la faisabilité de
la microstructure. De plus la technique de fabrication entraine aussi de la variabilité dans la réalisation
dont on peut vouloir tenir compte.

On est ici concerné par des problémes thermo-mécaniques (on se restreint pour simplifier aux cas de
comportement couplé linéaire), Une technique d’homogénéisation pseudo-périodique est utilisée pour
appréhender 1’aspect multiéchelle (une contrainte supplémentaire sera donc de vérifier des conditions de
pseudo-périodicité de la microstructure). L’ optimisation topologique est utilisée a 1’échelle macrosco-
pique seulement, la microstructre étant paramétrée de fagcon a pouvoir restreindre le domaine admissible
(fabricable) des parametres d’optimisation de la microstructure. Une précédente approche consistait a
batir un abaque de caractéristiques macroscopiques en phase offline [4, 6], qui peut s’avérer une phase
coliteuse.

Le probléeme d’optimisation visé est de type multiéchelle, multiphysique et potentiellement robuste.
Le colit de calcul est maitrisé par 1’utilisation de méthodes de chaos polynomial pour la propagation
d’incertitudes [13]] et de modeles de substitution micro-macro [[1]].

2 Homogénéisation périodique avec propagation d’incertitudes

Pour répondre a la problématique multiéchelle, on considere ici un matériau & micro-structure pseudo-
périodique (dont les variations de caractéristiques sont suffisamment lentes, donc a grande échelle), pour
permettre 1’utilisation d’une approche par homogénéisation périodique.

On considere ainsi une microstructure bi-phasique (dont les phases sont notées S et F'), et un modele
thermo-mécanique linéaire pour simplifier. Le contraste entre les propriétés matérielles des phases est
supposé d’ordre de grandeur inférieur 2 €2 (¢ étant le rapport d’échelles) de facon a conduire & un mo-



dele macroscopique du méme type (thermo-mécanique classique). On obtient alors les résultats suivants
pour les caractéristiques homogénéisées déterministes :
— la capacité thermique massique Cyy est obtenue par une simple loi de mélange
— la matrice de conductivité thermique kj; est obtenue par résolution de plusieurs problemes de
thermique stationnaire sur une cellule élémentaire
— la matrice de Hooke Dy, ainsi que la matrice de couplage thermomécanique A, sont obtenues
par résolution de plusieurs problemes de mécanique quasi-statique sur une cellule élémentaire
Notons gs 'une de ces caractéristiques homogénéisées, et g les parametres de la microstructure. Si
ces derniers sont des variables aléatoires, ils peuvent étre décrits avec une transformation de probabilités
a partir d’un jeu de variables aléatoires uniformes & € [—1,1] : ¢(§), et une représentation par chaos
polynomial est

,
au (&) = Y 0:Wi(§) (1
i=0

ou les W; sont une base polynomiale multivariable (ici : les polyndmes de Legendre, bien adaptés a
des lois stochastiques uniformes). P est le nombre total de polynomes utilisés dans le développement
déterminé par P=1+Y" | %Hi;(l) (N +r) avec p I’ordre du chaos polynomial et N le nombre de va-
riables aléatoires. Les Q; sont des coefficients a déterminer, a partir d’'un nombre réduit de calculs de gy
correspondant aux r points de collocation &, k = 1,2...r. Classiquement, on prend r = (p+ 1)V,

Par exemple, considérons la conductivité thermique homogénéisée kjs. Une cellule élémentaire est
illustrée sur la figure . ky = f(ks,kr,n) ot les intervalles de variation des parameétres (uniformes) sont :
pour la conductivité thermique kg de la phase S, [0.5,2] daW/m/K ; pour la conductivité thermique kr de
la phase F, [1,3] daW/m/K; pour la fraction volumique n de phase F, [0.3539,0.3981]. Afin de réduire
le nombre de paramétres, on peut utiliser une analyse dimensionnelle qui donne ky;/ks = f(kr /ks,n);
une technique de transformation de probabilité permet alors de se ramener a un jeu de paramétres &
uniformes. En choisissant un degré p du développement en chaos polynomial, on peut calculer une
erreur par rapport au calcul direct en utilisant un échantillonnage (par exemple ici de type Sobol), et en
calculant I’écart a la prédiction. La courbe cofit-précision est reportée sur la figure [Ib; elle illustre la
convergence vis-a-vis du degré polynomial, et I’influence du nombre de parametres sur le cofit.
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FIGURE 1 — (a) Détails de la cellule unitaire (inclusion F, matrice §), et (b) courbe cofit-précision en
fonction du degré polynomial p (I’erreur est en norme moyenne sur les points de collocation)

3 Optimisations topologique et paramétrique

La cible visée ici consiste a optimiser simultanément la structure, d’une part sur sa topologie a
I’échelle macro, et d’autre part sur des parametres de micro-structure a 1I’échelle inférieure.

De fagon générale, au moins deux classes de méthodes d’optimisation sont tres répandues : les tech-
niques des algorithmes génétiques [[12f], et celles basées sur des gradients [3 [15} [10]]. Les premiers ont
I’avantage de ne pas dépendre du probleéme traité : il s’agit d’une approche black-box. Par contre leur



colit dépend de la taille de la population, et du nombre d’itérations (de générations). Les approches par
gradient ont en général un taux de convergence plus élevé et sont donc moins cofiteuse. Par contre elles
nécessitent un développement spécifique au probleéme traité pour obtenir les expressions des gradients
par rapport aux parametres de conception. Dans la suite, nous utiliserons 1’approche MMA (Method of
Moving Asymptotes) 11, 13].

Les parametres peuvent étres classés en plusieurs catégories : les parametres de conception par rap-
port auxquels on optimise, les parametres aléatoires qui interviennent dans la propagation d’incertitude,
et les parametres appartenant aux deux précédentes catégories. Une optimisation topologique fera inter-
venir 2 minima un champ macroscopique de pseudo-densité p. L’optimisation de micro-structure peut
faire intervenir des champs (variant a 1I’échelle macro) de caractéristiques de microstructure, comme les
caractéristiques matérielles des deux phases, et les parametres géométriques de la micro-structure.

3.1 Optimisation déterministe

Une description de la dépendance des caractéristiques matérielles macroscopiques gys aux parametres
micro p par modeles réduits nécessite un modele de substitution semi-analytique. En effet, les calculs
directs étant coliteux, un modele réduit est plus efficace, et le calcul de sensibilité peut alors étre réalisé
analytiquement, réduisant 1a aussi les cofts.

Nous utilisons ici une représentation de type chaos polynomial (I)) comme de tels modeles réduits,
ol les & sont I’analogue des champs macroscopiques de paramétres micro de conception. Il ne s’agit
plus ici d’obtenir une description de 1’aléa, mais bien d’une réduction de modele par fir d’'une fonction
analytique polynomiale. Les gradients dgys/dE peuvent alors étre obtenus analytiquement aisément.

Le gradient de I’ objectif déterministe ¢ par rapport aux parametres est donc obtenu assez simplement.
Pour l'illustrer, prenons le cas classique de la minimisation de la souplesse d’une structure purement
élastique par élément finis : ¢ = fTu ol f est le chargement généralisé et u le vecteur des déplacements
nodaux, avec 1’équilibre Ku = f ou K est la matrice de rigidité. On montre facilement que dc/dg =
2fTu—u" (0K /9q)u et K est I’assemblage des contributions élémentaires de rigidité faisant intervenir
directement pDy(q) (p est un champ de coefficient multiplicatif seuillé, proche de 0 ou de 1, permettant
de prendre en compte la topologie). Il est de méme facile d’obtenir les gradients de possibles contraintes
de la forme f(gy) =0 ou f(g) =0, quand f est une fonction dérivable (sinon, une pénalisation peut étre
utilisée pour la régulariser).

Concernant la description des champs de parametres, une régularisation est en général nécessaire
pour éviter la dépendance au maillage macroscopique entrainant 1’effet checkerboard par exemple, [2]].
Une solution est d’utiliser des level-set et de I’interpolation [9]; ici nous utilisons un lissage entre élé-
ments d’un maillage grossier. Cependant, ce type de probléme posséde souvent aussi des minima locaux,
et il est nécessaire de relancer plusieurs fois 1I’optimisation a partir d’initialisations différentes pour es-
sayer de cartographier les minima. Pour illustrer cela, considérons le probléme suivant :

— thermo-mécanique stationnaire linéaire ; le domaine englobant est 2D rectangulaire, figure [2p,
flux thermique nul et encastrement a gauche et a droite, soumis en bas a une température imposée
et un chargement localisé, et en haut a un chargement mécanique nul et un flux thermique imposé ;

— le matériau est biphasique (ici pour simplifier, on utilise une simple loi de mélange pour les
caractéristiques macro) ;

— I’objectif est de minimiser la souplesse apparente ¢ = f7 u, sur les champs de paramétres : p pour
la topologie, n la fraction volumique de phase F';

— la contrainte (portant sur p) est d’avoir un ratio global de volume occupé par de la matiere de
40%:;

— U’initialisation se fait avec une structure rectangulaire pleine (p = 1 partout) et une microstructure
uniforme n = .

Suivant la valeur de m I’algorithme de type gradient converge vers éventuellement différents minima,
illustrés sur la figure [2b. On voit aussi apparaitre une solution avec un gradient de propriétés macro,
correspondant a une adaptation de la microstructure.
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FIGURE 2 — (a) Probleme de référence, et (b) solutions obtenues (my est la fraction totale de masse de la
phase F dans la structure, la couleur vert clair correspond a n = 1 et la couleur rouge a n = 0)

3.2 Optimisation robuste

Pour tenir compte de la variabilité dans les parametres du probléme, une analyse par propagation
d’incertitude est nécessaire. L’ objectif de 1’optimisation c est alors modifié pour chercher a pondérer la
minimisation de sa valeur nominale (typiquement sa moyenne ¢) avec celle de sa dispersion (par exemple
son écart type G.) : en utilisant un coefficient de pondération A (a choisir par le concepteur), le nouvel
objectif & minimiser est ainsi ¢(q) = ¢(q) + Ac.(q).

Pour illustrer 1’approche, nous considérons dans un premier temps uniquement le chargement comme
variable aléatoire. Le méme exemple que pour I’optimisation déterministe est repris, avec un aléa sur le
flux thermique Q(&). Une approche possible consiste alors a obtenir les moyennes et écart type de ¢ en
utilisant une représentation par chaos polynomial de la fonction objectif elle-méme : a chaque itération de
I’algorithme d’optimisation, I’évaluation de la fonction objectif est faite pour r valeurs de collocation des
paramétres aléatoires, conduisant a identifier la représentation c(§) ~ YX_ C;¥;(€) : si les valeurs de ¢
aux points de collocation sont stockées dans un vecteur colonne c, le vecteur colonne C' des coefficients
C; est obtenu par moindres carrés avec un systeme linéaire de la forme C = We. La moyenne est
¢=Co=Wycou W;estla (i+ 1)eme ligne de W ; et la variance est définie par 62 = Y7 C?(¥?), ce

qui donne 62 = Y7, 2ici21 . On obtient alors
oc d
— = W;— 2
3 134¢ 2)
G 1 & G 0
= —Y W,— 3
dq oo 21 ¢ ©)

Avec cette approche, seules les valeurs de c et de son premier gradient sont nécessaires, mais en chaque
point de collocation. Le cofit est alors de 1’ordre de r fois celui de 1’optimisation déterministe.

Ceci est a comparer au colit d’une approche par algorithme génétique : celui-ci nécessiterait d’estimer
c et son premier gradient (avec une méthode de type simplex, donc plus de points de calculs autour de la
valeur nominale), pour tous les membres de la population.
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Pour illustrer I’approche, on teste plusieurs optimisations avec des pondérations A différentes, et on
peut tracer les solutions  la fagon d’un front de Pareto, comme sur la figure 3] Pour obtenir ces résultats,
la méme difficulté que pour I’optimisation déterministe est présente, a savoir la présence de minima
locaux (une solution consisterait a procéder par raffinements successifs de la discrétisation des champs
de parametres pour guider 1’algorithme d’optimisation).
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FIGURE 3 — Solutions obtenues pour différentes valeurs de pondération A (la couleur vert clair cor-
respond a n = 1 et la couleur rouge a n = 0, ’axe vertical, respectivement horizontal, est 1’écart-type,
respectivement la moyenne, de 1’objectif)

La suite de I’étude est de prendre aussi en compte un aléa sur les parametres micro de champs de
propriétés de la microstructure g(M, §). Pour éviter de faire exploser les colits avec le nombre de variables
aléatoires, une décomposition de type Karhunen—Loeve de ces champs aléatoires peut étre utilisée, et les
précédents modeles de chaos polynomial peuvent étre réutilisés, a la fois comme modeles de substitution
et aussi localement pour estimer les dispersions autour des valeurs moyennes des parametres.

4 Conclusions

La synergie de plusieurs approches est nécessaire pour répondre au probleme fixé : I’homogénéisa-
tion pour I’aspect multiéchelle, la réduction de modele pour les cofits de calcul, la propagation d’incer-
titude pour la robustesse, et I’analyse de sensibilité pour 1’optimisation. Le couplage de ces approches
est illustré dans la stratégie proposée afin d’obtenir la conception de structures a partir de matériaux
micro-architecturés.

Les limitations sont celles du nombre de parametres de conception (limitation de la grande dimension
de I’espace des parametres), et la capacité d’estimer la sensibilité de 1’objectif a faible coiit pour les
méthodes de gradient. Elles constituent des perspectives de recherche pour la suite, avec 1’application a
des problemes plus complexes, et éventuellement multi-objectifs.

Ici, nous n’avons considéré que 1’aspect multiéchelle en espace, mais des techniques d’homogénéi-
sation en temps couplées aussi a de la propagation d’incertitude sont envisageables comme dans [3]].
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